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sobre os quatérnios de Hamilton
Formulas for quadratic and cubic equations over Hamilton quaternions
Resumo
Neste trabalho estudamos a resolubilidade de equações quadráticas e de equações cúbicas sobre os quatérnios de Hamilton. Para
o caso quadrático, essencialmente reapresentamos mais adequadamente resultados já conhecidos. Para a equação cúbica com
coeficientes reais desenvolvemos completamente a Fórmula de Cardano para uma raiz qualquer da equação. Resolvemos também a
equação cúbica geral, admitindo uma certa condição sobre os coeficientes.
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Abstract
We study the resolubility in the Hamilton’s quaternions of quadratic and cubic equations. For the quadratic case, essentially we
present more properly known results. We completely developed the Cardano’s Formula for the cubic equation with real coefficients.
We also present the solution of the general cubic equation, under a hypothesis on the coefficients.
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Ciência e Natura 2
1 Introdução
Um fato pouco conhecido é que a clássica equação
quadrática
ax2 + bx+ c = 0, a, b, c ∈ R, com a = 0,
pode admitir uma quantidade infinita de raízes. Ivan
Niven 1 verificou isso no trabalho (NIVEN, 1941), no
qual apresentou a resolução de equações polinomiais
sobre um conjunto contendo propriamente os números
complexos: os quatérnios de Hamilton, ou simplesmente
quatérnios. A solução de Niven para o caso da equação
quadrática foi posteriormente detalhada em (HUANG,
2002).
Neste trabalho faremos uma apresentação de parte
desses resultados de maneira mais direta e utilizando
a resolubilidade por radicais, seguindo assim a teoria
clássica das equações algébricas. Cremos que isso torna
o assunto mais acessível e interessante ao professor de
matemática do ensino fundamental e médio.
No primeiro resultado (Teorema 1 da Seção 3) apre-
sentamos a versão da fórmula quadrática (fórmula de
Bhaskara) para o caso da equação quadrática, admitindo
coeficientes reais e raízes quatérnias.
Na quarta seção abordamos a equação cúbica
x3 + ax2 + bx+ c = 0, com a, b, c ∈ R,
nos quatérnios, para a qual obtivemos os nossos princi-
pais resultados. Lembramos que as raízes da equação
cúbica reduzida
y3 + py+ q = 0
podem ser obtidas utilizando-se a Fórmula de Cardano
y =
3
√
− q
2
+
√
p3
27
+
q2
4
+
3
√
− q
2
−
√
p3
27
+
q2
4
,
conforme veremos na quarta seção.
Obtivemos a correspondente Fórmula de Cardano
nos quatérnios (Teorema 3 da Seção 4), resolvendo a
equação cúbica com coeficientes reais. Na última seção
do trabalho resolvemos parcialmente a equação cúbica
com coeficientes quatérnios, que é uma versão mais ge-
ral do problema. Vale ressaltar que ainda não há uma
fórmula resolutiva para a equação cúbica geral nos qua-
térnios. Uma solução parcial pode ser vista no Lema 5.1
1 O matemático Ivan Morton Niven (1915-1999) foi professor da
faculdade de Oregon nos Estados Unidos, atuando em teoria dos nú-
meros. Entre 1983 e 1984, foi presidente da Mathematical Association
of America (MAA), entidade com objetivo de melhorar o ensino de
matemática nas escolas de ensino fundamental e médio. Portanto,
Niven gostaria do PROFMAT...
de (CHAPMAN, 2014). Um método computacional para
calcular as raízes foi obtido em (JANOVSKÁ D.; OPFER,
2010).
Uma exposição detalhada dos quatérnios é feita
na próxima seção. Contudo, consideramos que é apro-
priado concluir esta introdução com um exemplo mo-
tivatório que ilustra a primeira afirmação do trabalho,
sobre a possibilidade de existirem infinitas raízes. Adi-
cionalmente, o sentido geométrico do exemplo auxilia
no entendimento dos quatérnios como extensão natural
dos complexos.
Além de i =
√−1, nos quatérnios existem outras
duas unidades imaginárias, denotadas por j e k. Assim,
i2 = j2 = k2 = −1.
Esses elementos relacionam-se pelas regras básicas
ij = −ji = k.
Intuitivamente, podemos associá-los aos três eixos
do espaço euclidiano tridimensional e observar que as
últimas relações são iguais as do produto vetorial.
Assumiremos agora que combinações do tipo x =
ai+ bj+ bk, com a, b, c ∈ R, podem ser somadas coefi-
ciente a coeficiente e multiplicadas distributivamente de
maneira análoga às operações nos números complexos.
Assim, utilizando as relações acima, obtemos
x2 = (ai+ bj+ bk)(ai+ bj+ bk) = −(a2 + b2 + c2).
Note então que se o ponto (a, b, c) do espaço tridi-
mensional estiver na esfera unitária de raio 1 centrada
na origem, isto é, se a2 + b2 + c2 = 1, então teremos
x2 = −1, para todo x desta forma. Portanto, a equação
x2 + 1 = 0
possui uma raiz para cada ponto da esfera. Raízes desta
forma podem ser relacionadas por conjugação e uma
classe desta relação é chamada em (JANOVSKÁ D.; OP-
FER, 2010) de raíz esférica.
Um quatérnio é uma combinação linear do tipo
x0 + x1i+ x2 j+ x3k,
onde x0, x1, x2, x3 ∈ R e i, j e k são tais como exposto
acima. Assim, os pontos do espaço tridimensional cor-
respondem aos quatérnios que tem a primeira compo-
nente nula. Representando por H o conjunto de todos
os quatérnios, podemos ainda assumir as inclusões na-
turais R ↪→ C ↪→ H, sendo que na segunda seta temos a
identificação a+ bi → a+ bi+ 0j+ 0k.
Iniciamos a próxima seção com uma introdução
sobre os quatérnios e algumas de suas propriedades
básicas.
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ij = −ji = k.
Intuitivamente, p de os associá-los aos três ei os
do espaço euclidi no tridimensional e observar que as
últimas relaçõ s são ig ais as do produto vetorial.
Assumire os agora que o binações do tipo x =
ai+ bj+ bk, com a, b, c ∈ R, podem ser somadas coefi-
ciente a coeficiente e multiplicadas distributiva ente de
maneira análoga às operações nos números complexos.
Assim, utilizando as relações acima, obtemo
x2 = (ai+ bj+ bk)(ai+ bj+ bk) −(a2 + b2 + c2).
Note então que se o ponto (a, b, c) do espaço tridi-
mensional estiver na esfera unitária de raio 1 centrada
na origem, isto é, se a2 + b2 + c2 = 1, então teremos
x2 = −1, para todo x desta forma. Portanto, a equação
x2 + 1 = 0
possui uma raiz para cada ponto da esfera. Raízes desta
forma podem ser relacionadas por conjugação e uma
classe desta relação é chamada em (JANOVSKÁ D.; OP-
FER, 2010) de raíz esférica.
Um quatérnio é uma combinação linear do tipo
x0 + x1i+ x2 j+ x3k,
onde x0, x1, x2, x3 ∈ R e i, j e k ão tais como exposto
acima. Assim, os pontos do spaço tridi ensional cor-
r spondem os quatérnios que te a primeira compo-
nente nula. Representando por H o conjunto de todos
os quatérnios, podemos inda assu ir as inclusões na-
turais R ↪→ C ↪→ H, s ndo que na seg nda seta t mos a
identificação a+ bi → a+ bi+ 0j+ 0k.
Iniciamos a próxima seção com uma introdução
sobre os quatérnios e algumas de suas propriedades
básicas.
Ciência e Natura 2
1 Introdução
Um fato pouco conhecido é que a clássica equação
quadrática
ax2 + bx+ c = 0, a, b, c ∈ R, com a = 0,
pode admitir ma quantidade infi ita d raízes. Ivan
Niven 1 verifico isso no trabalh (NIVEN, 1941), no
qual apresentou a resolução equaçõ s polinomiais
sobre um c njunto c ntendo propriamente os números
complexos: os quatérnios de Hamilton, ou simplesmente
quatérnios. A solução e Niven para o c so da equação
quadrática foi posteriormente detalhada em (HUANG,
2002).
Neste trab lho f remos uma pr sentação de parte
desses resultado de maneira m is direta e utilizando
a r solubili ade por radic is, seguindo assim a teoria
clássica das equações algébricas. Cremos que isso torna
assu to mais acessível e interessante ao professor de
matemática do ensino fundamental e médio.
No primeiro resultado (Teorema 1 da Seção 3) apre-
sentamos a versão da fórmula quadrática (fórmula de
Bhaskara) para o caso da equação quadrática, admitindo
coeficientes reais e raízes quatérnias.
Na quart seção abordamos a equação cúbica
x3 + ax2 + bx+ c = 0, co a, b, c ∈ R,
nos quatérnios, para a qual obtivemos os nossos princi-
pais resultados. Lembram s que as raízes da equação
cúbica reduzi a
y3 + py+ q = 0
podem ser obtidas utilizando-se a Fórmula de ar
y =
3
√
− q
2
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√
p3
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+
q2
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√
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conforme veremos na quarta seção.
Obtiv mo a correspondent Fórmula de C rdano
nos quatér io (Teorema 3 da Seção 4), resolvendo a
equação cúbic com co ficientes r ais. Na última seção
do trabalh resolvemos p rcialmente a equ ção cúbica
com co ficientes quatérni s, que é uma v rsão mais ge
ral do problema. V le ressaltar que ainda não há uma
fór ula resolutiva para a eq ação cúbica geral n s qua-
térnios. Uma solução parcial po e s r vista n Lema 5.1
1 O m temático Ivan Morton Niven (1915-1999) foi professor da
faculdade de Oregon os Estad s Unidos, atuando em te ria dos nú-
eros. Entre 1983 e 1984, foi presidente da Mathematical Ass ci tion
of America (MAA), entidade com objetivo de melhorar o ensino de
matemática nas escolas de ensino fundamental e médio. Portanto,
Niven gostaria do PROFMAT...
de (CHAPMAN, 2014). Um método co putacional para
calcular as raízes foi obtido em (JANOVSKÁ D.; OPFER,
2010).
Uma expo ição detalhada dos qu té nios é feita
na próxima seção. C ntudo, consi eramos qu é apro-
priado concluir esta intr dução com um exemplo mo-
tivatório qu ilustra a primeir afirmação do tr balho,
sobre a ossibilidade de existirem infinitas raízes. Adi-
cionalmente, o sentido geométrico do exemplo auxilia
no entendimento dos quatérnios como extensão natural
dos complexos.
Além de i =
√−1, nos quatérnios existem outras
duas unidades imaginárias, denotadas por j e k. Assim,
i2 = j2 = k2 = −1.
Esses elementos relacionam-se pelas regras básicas
ij = −ji = k.
Intuitivamente, podemos associá-los aos três eixos
do espaço euclidiano tridime sio al e observar que as
últi as relações são igu is as do pr duto vet rial.
Assumiremo ago que mbinaçõe do tipo x =
ai+ bj+ bk, com , b, c ∈ R, podem ser somadas coefi-
ciente a coeficiente e multiplicadas distributivamente de
aneira análoga às operações nos números complexos.
Assim, utilizando as relações acima, obtemos
x2 = (ai+ bj+ bk)(ai bj bk) = −(a2 + b2 + c2).
Note entã que se o ponto (a, b, c) d espaço tridi-
mensional est ver n esfera unitária de io 1 c ntrad
na origem, isto é, se a2 + b2 + c2 = 1, então teremos
x2 = −1, pa a tod x desta forma. Portanto, a equação
x2 + 1 = 0
possui uma raiz para cada ponto da esfera. Raízes desta
forma podem ser relacionadas por conjugação e uma
classe desta relação é chamada em (JANOVSKÁ D.; OP-
FER, 2010) de raíz esférica.
Um quatérnio é uma combinação linear do tipo
x0 + x1i+ x2 j+ x3k,
o de x0, x1, x2, x3 ∈ R e i, j e k são tais como exposto
acim . Assim, s pontos do spaço t i imensional cor-
r sponde os quatérnios que tem a prim ira compo-
n te nula. Represent ndo por H o conjunto de todos
os quatérnios, podemos ainda assumir as inclusões na-
turais R ↪→ C ↪→ H, sendo que na segunda seta temos a
identificação a+ bi → a+ bi+ 0j+ 0k.
Iniciamos a próxima seção com uma introdução
sobre os quatérnios e algumas de suas propriedades
básicas.
Ciência e Natura 2
1 Intr dução
Um f to pouco conhecido é que a clássica equaçã
drática
ax2 + bx+ c = 0, a, b, c ∈ R, com a = 0,
pod admitir uma qua tidade infinita de raízes. Ivan
Niven 1 verificou isso no trabalho (NIVEN, 1941), no
qual aprese tou a resoluçã de equações p lino iais
s bre um conjunto contendo propriament os nú r s
complexos: os quatérnios de Hamilton, ou si plesmente
térnios. A solução de Niven p ra caso da equação
quadrática foi posterior e det lhada em (HUANG,
2002).
Neste trabalho faremos uma apresenta de parte
desses result os e maneir mais diret e utiliz ndo
a resolubilid de por r dicais, seg indo assim a teori
cláss ca das qu ções algébricas. Cremos que isso torna
o ssunto mais ac sível e interessante ao professor d
mate átic do ensino un ental e médio.
No primeiro resultado (Teore a 1 da Seção 3) pre-
sentamos a versão da fórmula quadrática (fór ula e
Bhaskara) par o caso da e ção quadrática, admitindo
coeficientes reais e raízes quatérnias.
Na quarta seção abordamos a equação cúbica
x3 + x2 + bx+ c = 0, com a, b, c ∈ R,
nos quatérnios, para a qual obtivemos os nossos princi-
pais resultados. Lembramos que as raízes da equação
cúbica reduzida
y3 + py+ q = 0
podem ser obtidas utilizando-se a Fórmula de Cardano
y =
3
√
− q
2
+
√
p3
27
+
q2
4
+
3
√
− q
2
−
√
p3
27
+
q2
4
,
c nf rme v remos na quarta seção.
Obtivem s a c rrespondente Fórmula de Car ano
nos quatérnios (Teorema 3 da Seção 4), resolvendo a
equação cúbica com c eficientes reais. Na última seção
d tr balho solvemos parcialmente equação cúbica
co coeficientes quatérnios, que é u a vers mais ge-
r l do problema. Vale ressalt r que inda não há um
ór ul resolutiva para a equaçã cúbica geral os qua-
térnios. Uma solução parcial pode s r vista n Lema 5.1
1 O matemático Ivan Morton Niven (1915-1999) foi profess r da
faculdade d Oregon nos Estado U idos, atuando em teoria dos nú-
meros. Entre 1983 e 1984, foi president da Mathematical Association
of A erica (MAA), enti ad com objetivo de melhorar o ensino de
mat mátic nas escolas de ensino fundamental e médio. Portanto,
Niven gostaria do PROFMAT...
de (CHAPMAN, 2014). U método co putacional para
calcular raízes foi obtido em (JANOVSKÁ D.; OPFER,
2010).
Uma exposição detalhada dos quatérnios feita
na próxima seção. Co tudo, considera os que é apr -
pri do concluir est intr dução co um ex plo m -
tivatório que ilustra a prim ira firmação do trabalho,
sobre a possibilidade de xistirem infinitas raízes. Adi-
ci nalmente, o sentido geométric d empl auxilia
n entendimento dos quatérnios com extensão natur l
os complexos.
Além i =
√−1, nos quatérnios existem outras
duas unidades imaginárias, denotadas por j e k. Assim,
i2 = j2 = k2 = −1.
Esses el entos relacionam-se pelas regras básicas
ij = −ji = k.
Intuitiva ente, odemos as ociá-l s aos três eixos
do espaço euclidi no t idim nsional e ob ervar que as
últimas relações são iguais as do produto vetorial.
Assumire os agora que c binações do tipo x =
ai+ bj+ bk, c m a, b, c ∈ R, podem ser som das coefi-
ciente a co ficiente e multiplicadas distributiva ente de
maneira análoga à operações nos núm ros complexos.
Assim, utilizando as relações acima, obtemos
x2 = (ai+ bj+ bk)(ai j bk) −(a2 + b2 + c2).
N te então que se o ponto (a, b, c) do espaço tri i-
mensional estiver na esfera unitária de raio 1 centrada
na origem, isto é, se a2 b2 + c2 = 1, então teremos
x2 = −1, para todo x desta forma. Portanto, a equação
x2 + 1 = 0
possui uma raiz para cada ponto da esfera. Raízes dest
forma podem ser relacion s por conjugação e uma
classe desta relação é chamada em (JANOVSKÁ D.; OP-
FER, 2010) de raíz esférica.
Um quatérnio é uma combinação linear do tipo
x0 + x1i+ x2 j+ x3k,
onde x0, x1, x2, x3 ∈ R e i, j e k sã tais como exposto
acima. Assim, os pontos do espaço tridime si nal c r-
respondem aos quatérnios que tem a primeira compo-
nente nula. Re resentando por H o conjunto de todos
os quatérnios, podemos ainda assumir as inclusões na-
turais R ↪→ C ↪→ H, sendo que na segunda seta temos a
identificação a+ bi → a+ bi+ 0j+ 0k.
Iniciamos a próxima seção com uma intro ução
sobre os quatérnios e algumas de suas propriedades
básicas.
Ciência e Natura 2
1 Introdução
Um fato po co conheci o é que a clássica equação
quadrática
ax2 + bx+ c = 0, a, b, c ∈ R, com a = 0,
pode admitir uma quantidade infinita de raízes. Ivan
Niven 1 verificou isso no trabalho (NIVEN, 1941), no
qual apresentou a resolução de equações polinomiais
sobr um conjunto conte do propria e te os números
complexo : os quaté nios d Ha ilto , ou si plesmente
quatérnios. A solução de Niven pa a o caso da equação
quadrátic foi posteriormente d talhad em (HUANG,
2002).
este trabalho farem s uma apresentação de part
d sses resultad s de maneira mais diret e utilizan o
a re olubilidade por radicais, seguin o assim a teoria
lássic da equações algébricas. Cremos que isso torna
o assunto mais ac ssível e interess nte ao professor de
matemática do ensino fundamental e médio.
No primeiro resultado (Teorema 1 da Seção 3) apre-
sentamos a ver ão da fór ula quadrática (fórmula de
Bhaskar ) para o caso da equ çã quadráti a, admitindo
coeficientes reais e raízes quatérnias.
Na q arta seção a ordamos equação cúbica
x3 + ax2 + bx+ c = 0, com a, b, c ∈ R,
nos quatérnios, para a qual obtivemos os nossos princi-
pais resultados. Lembramos que as raízes da equação
cúbica reduzida
y3 + py+ q = 0
p dem ser obtidas utilizando-se a Fór ula de Cardano
y =
3
√
− q
2
+
√
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27
+
q2
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+
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− q
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−
√
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+
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,
c nforme v remos na quarta seção.
btivemos a correspondente Fórmula de Cardano
nos quatérnios (Teorema 3 da Seção 4), resolvendo a
equação cúbica com coeficientes re is. Na última seção
do trabalho resolvemos parcialmente a equação cúbica
com coefic en es quatérni s, qu é uma versão mais ge-
ral do problema. Val ressaltar qu ain a nã há uma
fórmula resolutiva para a equação cúbica geral nos qua-
térnios. Uma solução parcial pode ser vista no Lema 5.1
1 O matemático Ivan Morton Niven (1915-1999) foi professor da
faculdade de Oregon nos Estados Unidos, atuando em teoria dos nú-
meros. Entre 1983 e 1984, foi presidente da Mathematical Association
of America (MAA), entidade com objetivo de melhorar o ensino de
matemática nas escolas de ensino fundamental e médio. Portanto,
Niven gostaria do PROFMAT...
de (CHAPMAN, 2014). Um ét d computacion l para
calcular as raízes foi btido em (JANOVSKÁ D.; OPFER,
2010).
Uma exposição detalhada dos quatérnios é feita
na próxima seção. Contudo, consideramos que é apro-
priado conclu r esta introdução com um exemplo mo-
tiv tório que ilustra a primeira afi mação do trabalho,
sobre a possibilid de de existirem infinitas raízes. Adi-
cionalmente, o sentido geométrico do exemplo auxilia
no entendimento dos quatérnios como ext nsão nat ral
dos compl xos.
Além de i =
√−1, nos quatér ios existem outras
duas unidades imaginárias, denotadas por j e k. Assim,
i2 = j2 = k2 = −1.
Esses elementos rel cionam-se pelas regras básicas
ij = −ji = k.
Intuitivam te, podemos associá-los aos três ei
do espaço eucli ian tridim ns nal e observar que a
últimas relações são igu is a do produ o vetorial.
Assumiremos agora que combinações do tipo x =
ai+ bj+ bk, com a, b, c ∈ R, podem ser s madas coefi-
ciente a co ficiente multiplicadas distributiv me te e
a eira náloga às operações nos núme os c mplex .
Assim, utilizando a rel ções acima, btem s
x2 = (ai+ bj+ bk)(ai+ bj+ bk) = −(a2 + b2 + c2).
Not então que se o ponto (a, b, c) do espaço tridi-
mensional estiver na esfera unitária de raio 1 centrada
na origem, isto é, se a2 + b2 + c2 = 1, então teremos
x2 = −1, par todo x desta f rma. Porta to, equação
x2 + 1 = 0
p ssui uma raiz para cada ponto da esfera. Raízes desta
forma podem ser relaci nadas or conjugação e uma
classe desta relação é chamada em (JANOVSKÁ D.; OP-
FER, 2010) de raíz férica.
Um quatérnio é uma combin ão l near do ipo
x0 + x1i+ x2 j+ x3k,
onde x0, x1, x2, x3 ∈ R e i, j e k são tais co o exposto
acima. Assim, os ontos do espaç tridi ensional cor-
respo dem os quatérnios que tem a prime ra compo-
nent nula. Representando por H o conjunt de todos
os qu térnios, podemos ainda assumir as inclusões na-
turais R ↪→ C ↪→ H, sendo que na segunda seta temos a
identificação a+ bi → a+ bi+ 0j+ 0k.
Iniciamos a próxima seção com uma introdução
sobre os quatérnios e algumas de suas propriedades
básicas.
Ciência e Natura 2
1 Intr dução
Um fat pouco conhecido é que a clássica quação
quad ática
ax2 + bx+ c = 0, a, b, c ∈ R, com a = 0,
pode admitir uma quantidade infinita de raízes. Ivan
Niven 1 verificou isso no trabalho (NIVEN, 1941), no
qual apresentou a resolução de equações polinomiais
sobre um conjunto contendo propria ente os números
complexos: os quatérnios de Hamilton, ou si plesmente
quatérnios. A solução de Niven para o caso da equação
quadrática foi posterior ente det lha a em (HUANG,
2002).
Neste trabalho faremos uma apresentação de parte
desses resultados de maneira mais direta e utilizando
a resolubilid d p r radicais, eguindo assim a teoria
clássica das equações algébricas. Cremos que isso torna
o assunto mais ac sível e interessante ao professor
mate átic do ensino undamental e médio.
No primeiro resultado (Teore a 1 da Seção 3) apre-
sentamos a ver ão da fórmula quadrática (fór ula de
Bhaskara) par o caso da equação quadrática, admitindo
c eficientes reais e raízes quatérnias.
Na quarta seção bordamos a equação cúbica
x3 + ax2 + bx c = 0, com a, b, c ∈ R,
nos quatérnios, par a qual obtivemos os nossos pri ci-
pais resultados. Lembramos que as raízes da equação
cúbica reduzida
y3 + py+ q = 0
p dem ser obtidas utilizando-se a Fórmula de Cardano
y =
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c nforme veremos na quarta s ção.
Obtivemos a correspondente Fórmula de Cardano
nos quatérni s (Teorema 3 da Seção 4 , resolvend a
equação cúbica co co ficientes reais. Na última seção
do trabalho resolvemos parcialmente a equação cúbica
co co ficientes quatérni s, que é uma v rsão mais ge
ral do problema. Vale essaltar que ind não há um
fórmula esolutiva para a equação cúbica geral nos qua-
térnios. Uma solução parcial pode ser vista no Lema 5.1
1 O matemático Ivan Morton Niven (1915-1999) foi profes or da
faculdade de Oregon nos Estados Unidos, atuando em teoria dos ú-
meros. Entre 1983 e 1984, foi presiden e da Mathematical As ociation
of America (MAA), entidade com objetivo de melhorar o ensino de
matemática nas escolas de ensino fundamental e médio. Portanto,
Niven gostaria do PROFMAT...
de (CHAPMAN, 2014). U éto computacional par
c lcular s raízes foi obtido em (JANOVSKÁ D.; OPFER,
2010).
U a exposição detalhada d s quatérnios é feita
a próxima seção. Contudo, c nsi eramos que é apro-
priad concluir esta introdução co um exe plo o-
tivatório que ilustra a primeira afirmação do trabalho,
sobre a possibilidade de existirem infinitas r ízes. Adi-
cionalmente, o sentido ge métrico d exemplo auxilia
no enten im nto dos qu térnios com extensão natur l
os complexos.
Além de i =
√−1, nos quatérnios existem outras
duas unidades imaginárias, denotadas por j e k. Assim,
i2 = j2 = k2 = −1.
Es es lementos relacionam-se pelas regr s básicas
ij = −ji = k.
Intuitivamente, p de os associá-los aos três ei os
do espaço euclidiano t idim nsional e ob ervar que as
últimas r laçõ s são ig ais as do produt vetorial.
Assumiremos ag ra que com inações do tipo x =
ai+ bj+ bk, com a, b, c ∈ R, podem ser s madas coefi-
ciente a coeficiente e multiplicadas distributivamente de
maneira análoga às operações nos númer s complexos.
Assim, utilizando as relações acima, obtemo
x2 = (ai+ bj+ bk)(ai bj+ bk) = −(a2 + b2 + c2).
Note ntão qu se ponto (a, b, c) do espaço tridi-
mensional estiver na esfera unitária de raio 1 centrada
na origem, isto é, se a2 b2 + c2 = 1, então teremos
x2 = −1, para todo x desta forma. Portanto, a equação
x2 + 1 = 0
possui uma raiz para cada ponto da esfera. Raízes desta
forma podem ser relacionadas por conjugação e uma
classe desta relação é chamada em (JANOVSKÁ D.; OP-
FER, 2010) de raíz esférica.
Um quatérnio é uma combinaçã linear do ti
x0 + x1i+ x2 j+ x3k,
onde x0, x1, x2, x3 ∈ R e i, j e k são tais como exp sto
acima. Assim, os pontos do espaço tridi ensional cor-
respondem aos quatérnios que tem a primeira compo-
nente nula. Representando por H o conjunto de todos
os quatérnios, podemos inda assu ir as inclusões na-
turais R ↪→ C ↪→ H, s ndo que na seg nda seta t mos a
identificação a+ bi → a+ bi+ 0j+ 0k.
Iniciamos a próxima seção com uma introdução
sobre os quatérnios e algumas de suas propriedades
básicas.
Ciência e Natura 2
1 Introdução
Um fato pouco conhecido é que a clássica equação
quadrática
ax2 + bx+ c = 0, a, b, c ∈ R, com a = 0,
pode admitir uma quantidade infinita de raízes. Ivan
Niven 1 verificou isso no trabalho (NIVEN, 1941), no
qual apresentou a resolução de equações polinomiais
sobre um conjunto contendo propriamente os números
complexos: os quatérnios de Hamilton, ou simplesmente
quatérnios. A solução de Niven para o caso da equação
quadrática foi posteriormente detalhada em (HUANG,
2002).
Neste trabalho faremos uma apresentação de parte
desses resultados de maneira mais direta e utilizando
a resolubilidade por radicais, seguindo assim a teoria
clássica das equações algébricas. Cremos que isso torna
o assunto mais acessível e interessante ao professor de
matemática do ensino fundamental e médio.
No primeiro resultado (Teorema 1 da Seção 3) apre-
sentamos a versão da fórmula quadrática (fórmula de
Bhaskara) para o caso da equação quadrática, admitindo
coeficientes reais e raízes quatérnias.
Na quarta seção abordamos a equação cúbica
x3 + ax2 + bx+ c = 0, com a, b, c ∈ R,
nos quatérnios, para a qual obtivemos os nossos princi-
pais resultados. Lembramos que as raízes da equação
cúbica reduzida
y3 + py+ q = 0
podem ser obtidas utilizando-se a Fórmula de Cardano
y =
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conforme veremos na quarta seção.
Obtivemos a correspondente Fór ula de C rdano
nos quatérnios (Teorema 3 da Seção 4), resolvendo a
equação cúbica com coeficientes reais. Na última seção
do trabalho resolvemos parcialmente a equação cúbica
com coeficientes quatérnios, que é uma versão m is ge-
ral do problema. Vale ressaltar que ainda não há uma
fórmula resol tiva para a eq ação cúbica geral nos qua-
térnios. Uma sol ção parcial pode ser vista no Lema 5.1
1 O ate ático Ivan M rton Niven (1915-1999) foi professor d
f culd de de Oreg n nos Es a s Unidos, atuando em teori dos nú-
meros. Entre 1983 e 1984, f i presid nte da Mathe atical Association
of America (MAA), entidade com objetivo de melhorar o ensino de
matemática nas escolas de ensino funda ental e médio. Portanto,
Nive gostaria do PROFMAT...
de (CHAPMAN, 2014). Um método computacional para
calcular as raízes foi obtido em (JANOVSKÁ D.; OPFER,
2010).
Uma exposição detalhada dos quatérnios é feita
na próxima seção. Contudo, consideramos que é apro-
priado concluir esta introdução com um exemplo mo-
tivatório que ilustra a primeira afirmação do trabalho,
sobre a possibilidade de existirem infinitas raízes. Adi-
cionalmente, o sentido geométrico do exemplo auxilia
no entendimento dos quatérnios como extensão natural
dos complexos.
Além de i =
√−1, nos quatérnios existem outras
duas unidades imaginárias, denotadas por j e k. Assim,
i2 = j2 = k2 = −1.
Esses elementos relacionam-se pelas regras básicas
ij = −ji = k.
Intuitivamente, podemos associá-los aos três eixos
do espaço euclidiano tridimensional e observar que as
últimas relações são iguais as do produto vetorial.
Assumiremos agora que combinações do tipo x =
ai+ bj+ bk, com a, b, c ∈ R, podem ser somadas coefi-
ciente a coeficiente e multiplicadas distributivamente de
maneira análoga às operações nos números complexos.
Assim, utilizando as relações acima, obtemos
x2 = (ai+ bj+ bk)(ai+ bj+ bk) = −(a2 + b2 + c2).
Note então que se o ponto (a, b, c) do espaço tridi-
mensional estiver na esfera unitária de raio 1 centrada
na origem, isto é, se a2 + b2 + c2 = 1, então teremos
x2 = −1, para todo x desta forma. Portanto, a equação
x2 + 1 = 0
possui uma raiz para cada ponto da esfera. Raízes desta
forma podem ser relacionadas por conjugação e uma
classe desta relação é chamada em (JANOVSKÁ D.; OP-
FER, 2010) de raíz esférica.
Um quatérnio é uma combinação linear do tipo
x0 + x1i+ x2 j+ x3k,
onde x0, x1, x2, x3 ∈ R e i, j e k são tais como exposto
acima. Assim, os pontos do espaço tridimensional cor-
respondem aos quatérnios que tem a primeira compo-
nente nula. Representando por H o conjunto de todos
os quatérnios, podemos ainda assumir as inclusões na-
turais R ↪→ C ↪→ H, sendo que na segunda seta temos a
identificação a+ bi → a+ bi+ 0j+ 0k.
Iniciamos a próxima seção com uma introdução
sobre os quatérnios e algumas de suas propriedades
básicas.
Ciência e Natura 2
1 Introdução
Um fato pouco conhecido é que a clássica equação
quadrática
ax2 + bx+ c = 0, a, b, c ∈ R, com = 0,
pode admitir uma qu ntidade infinita de raízes. Ivan
Niven 1 verificou isso no trabalho (NIVEN, 1941), no
qual apresentou a resoluçã de equaçõ s pol nomiais
sobr u conjunto c ntendo pr pria ente os números
com lexos: os quatérnios de Hamilton, ou simplesmente
quatérnios. A solução de Niven pa a caso da equação
quadrát ca foi posteriormente de lhada em (HUANG,
2002).
Neste traba ho f remos um presentação de parte
desses resultados de man ira ais direta utilizando
a resolubilidade por radicais, seguindo assim a teor a
clássica das equações algébricas. Cre que isso torn
o as u o mais acessível e intere nte a professor de
matemática do ensino fu amental e médio.
No primeiro resultado (Teorema 1 da Seção 3) apre-
sentamo a ersã d fórmula quadr tica (fórmula de
Bhaskar ) para caso da equaçã quadrática, admitindo
coefici nt s rea s e raíz s quatérnias.
Na q arta seção abor a os a equ ão cúbica
x3 ax2 + bx+ c = 0, c a, b, c ∈ R,
nos quatérnios, para a qual obtivemos os nossos princi-
pais resultados. Lemb mos que as raíz a equação
cúbica r duzida
y3 + py+ q = 0
pode ser obti as utilizando-se a Fórmul de Cardano
y
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c nforme v emos n quarta seçã .
Obtivemos a correspondente Fórmula de Cardano
nos quatérnios (Teorema 3 da Seção 4), resolvendo a
equação cúbica com coeficientes reais. Na última seção
do trabalho resolvemos parcialmente a equaçã cúbica
c m coeficientes qu térnios, que é uma versão mais ge-
ral do roble a. Va e re s lt r que ai a não há
fórmula r solutiva p ra equ ção cúbica g ral nos qua
térnios. Uma solução parcial pode ser vista no Lema 5.1
1 O mat ático Ivan Morton Niven (1915-1999) foi profess r da
facul ade de Oregon nos Estados Unidos, atuando em teoria dos ú-
meros. Entre 1983 e 1984, foi presidente da Mathematical Association
of America (MAA), entidade com objetivo de melhorar o ensino de
matemática nas escolas de en ino fund mental e édio. P rtanto,
Nive gost ria do PROFMAT...
de (CHAPMAN, 2014). Um método computacional para
calcular as raízes foi obtido em (JANOVSKÁ D.; OPFER,
2010).
Uma exposição detalhada dos quatérni s é feita
na próxima seção. Contu , consideramos que é apr -
priado concluir est introdução com um exempl mo-
tivatório que ilustra a primeira afirmação do trabalh ,
sobre possibilidade de existirem infinitas raízes. Adi-
cionalmente, o sentido geométrico do exemplo auxilia
no entendimento dos quatérnios como extensão natural
dos complexos.
Além de i =
√−1, nos quatérnios existem outras
duas unidades imaginárias, denotadas por j e k. Assim,
i2 = j2 = k2 = −1.
Esses elementos relacionam-se pelas regras básicas
ij = −ji = k.
Intuitivamente, podemos associá-los aos três eixos
do espaço euclidiano tridimensional e observar que as
últimas relações são iguais as do produto vetorial.
Assumiremos agora que combinações do tipo x =
ai+ bj+ bk, com a, b, c ∈ R, podem ser somadas coefi-
ciente a coeficiente e multiplicadas distributivamente de
maneira análoga às operações nos números complexos.
Assim, utilizando as relações acima, obtemos
x2 = (ai+ bj+ bk)(ai+ bj+ bk) = −(a2 + b2 + c2).
Note então que se o ponto (a, b, c) do espaço tridi-
mensional estiver na esfera unitária de raio 1 centrada
na origem, isto é, se a2 + b2 + c2 = 1, então teremos
x2 = −1, para todo x desta forma. Portanto, a equação
x2 + 1 = 0
possui uma raiz para cada ponto da esfera. Raízes desta
forma podem ser relacionadas por conjugação e uma
classe desta relação é chamada em (JANOVSKÁ D.; OP-
FER, 2010) de raíz esférica.
Um quatérnio é uma combinação linear do tipo
x0 + x1i+ x2 j+ x3k,
onde x0, x1, x2, x3 ∈ R e i, j e k são tais como exposto
acima. Assim, os pontos do espaço tridimensional cor-
respondem aos quatérnios que tem a primeira compo-
nente nula. Representando por H o conjunto de todos
os quatérnios, podemos ainda assumir as inclusões na-
turais R ↪→ C ↪→ H, sendo que na segunda seta temos a
identificação a+ bi → a+ bi+ 0j+ 0k.
Iniciamos a próxima seção com uma introdução
sobre os quatérnios e algumas de suas propriedades
básicas.
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Ciência e Natura 2
1 I trodução
Um f to p co onhecido é que clá sica equaçã
drática
ax2 + bx+ c = 0, a, b, c ∈ R, com a = 0,
pode ad itir uma quantidade infinita de raízes. Ivan
Niven 1 verifico isso no trabalho (NIVEN, 1941), no
qual apresentou a res lução de equ ções polino iais
sobre um conjunt contendo propria ente os números
complexos: os quatérnios de Hamilton, ou si plesmente
quatérnios. A solução de Niven para o caso da equação
quadrática foi posteriormente detalhada em (HUANG,
2002).
Neste trabalho faremos u a ap sentação de parte
desses resultados de man ira mai dir t e utilizando
a resolubilidade por radicais, s guindo assim a teoria
clássica das equações algébricas. Cremos que isso torna
o assunto mais acessível e interessante ao professor de
matemática do ensino fun a ental e médio.
No primeiro resultado (Teorem 1 da Seção 3) apre-
sentamos a versão d fórmula quadrática (fórmula de
Bhaskara) para o caso da equação quadrática, dmitind
oefici ntes reais e raízes quatérnias.
Na quarta seção abordamos a equação cúbic
x + ax2 + bx+ c = 0, com a, b, c ∈ R,
nos quatérnios, para a qual obtivemos os nossos princi-
pais resultados. Lembramos que as raízes da e uação
cúbica reduzida
y3 + py+ q = 0
p dem ser btidas utilizando-se a Fórmula de Cardano
y =
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conforme veremos na quarta seção.
btiv os a corresp dente Fó mul de Cardano
nos quatérnios (Teorema 3 da S ção 4), re lv n o a
equação cú ica com co ficientes reais. Na última eção
do trabalho resol em s parcialmente a equação cúbica
com c eficientes quatérnios, que é uma versão mais ge-
ral do problema. Vale ressaltar que ainda não há uma
fórmula resolutiva para equaçã cúbica g l nos qua-
térni s. Uma soluçã parcial po e ser vista no Lema 5.1
1 O matemático Ivan Morton Niven (1915-1999) foi pr fessor da
faculdade de Oregon nos Estados Unidos, atuando e teoria dos nú-
meros. Entre 1983 e 1984, foi presidente da Mathematical Association
of America (MAA), entidade com objetivo de melhorar o ensino de
matemática nas escolas de ensino fundamental e médio. Portanto,
Niven gostaria do PROFMAT...
de (CHAPMAN, 2014). Um étodo computacional para
calcular as raízes foi obtido em (JANOVSKÁ D.; OPFER,
2010).
U a posiçã det lhada d s quatér i s é feit
na p óxima eção. Contudo, consideramos que é apro-
priado concluir esta introdução com um xemplo mo-
tivatório que ilustra a primeira afir ação do trab lho,
sobre a possibilidade de existirem infinitas raízes. Adi-
cionalmente, o sentido geométrico do exemplo auxilia
no entendimento dos quatérnios como extensão natural
dos complexos.
Além de i =
√−1, nos quatérnios existem outra
uas unidades im giná i s, denotadas p r j e k. Assim,
i2 = 2 = k2 −1.
Esses elementos relacionam- e pelas regras básicas
ij = −ji = k.
Intuitivamente, podemos associá-los aos três eixos
do espaço euclidiano tridimensional e observar que as
últimas relações são iguais as do produto vetorial.
Assumiremos ag ra que combi açõ s do tipo x =
ai+ bj+ bk, com a, b, c ∈ R, podem ser somadas coefi-
ciente a coeficiente e multiplicadas distributivamente de
maneira análoga às operações nos números complexos.
Assim, utilizando as relações acima, obtemos
x2 = (ai+ bj+ bk)(ai+ bj+ bk) = −( 2 + b2 + c2).
Note então que se o pont (a, b, c) do espaço tridi-
mensional estiver na esfer unitária de raio 1 centrada
na origem, isto é, se a2 + b2 + c2 = 1, então teremos
x2 = −1, para todo x desta forma. Portanto, a equação
x2 + 1 = 0
possui uma raiz para cada ponto da esfera. Raízes desta
forma podem er relacionadas por conjugação e uma
class desta relação é chamada em (JANOVSKÁ D.; OP-
FER, 2010) de raíz sféric .
Um quatérnio é uma combi ção li ear do tipo
x0 + x1i+ x2 j+ x3k,
o de x0, x1, x2, x3 ∈ R e i, j e k são tais com expost
acima. Assim, os pontos do esp ço tridimensional cor-
respondem aos quatérnios q e tem a primeira co po-
nente nul . Representando por H o conjunto de todos
os quatérnios, podemos ainda assumir as inclusões na-
turais R ↪→ C ↪→ H, sendo que na segunda seta temos a
identificação a+ bi → a+ bi+ 0j+ 0k.
Iniciamos a próxima seção com uma introdução
sobre os quatérnios e algumas de suas propriedades
básicas.
Ciência e Natura 2
1 Introdução
Um f t p co conhecido é que clá sica equação
qua rática
ax2 + bx+ c = 0, a, b, c ∈ R, c m a = 0,
pod admit r uma qua ti ade infinita de raízes. Ivan
Niven 1 verificou isso no trabalho (NIVEN, 1941), no
qual aprese to a res lução de equações polinomiai
s bre m conjunto contendo propriamente os nú ros
complex s: os quatérnios de Hamilton, ou simpl smente
térn os. A s lução de Niven p ra o caso da equação
quadrática foi posteriormente detalhada em (HUANG,
2002).
Neste trabalho faremos uma apresentação de parte
des es result os de maneira mais diret e utilizando
a resolubilidade por radica s, eguindo assim a teori
clá ic das equ õe algébricas. Cremos que isso torna
o ssun o mais acessível e interessante ao professor de
matemática do ensino fundamental e médio.
No p im iro resultado (Teorema 1 da Seçã 3) pr
sentamos versão da fórmula qu d ática (fór l e
Bhaska a) par o caso da eq ação quadrática, dmitind
oefi ientes eais e raízes quatérnias.
Na quarta seção abordamos a equação cúbica
x3 + ax2 + bx+ c = 0, com a, b, c ∈ R,
nos quatérni s, para a qual obtivemos os nossos princi-
pais resultad . Lembramos qu as aízes a equaçã
cúbica reduzida
y3 + py+ q = 0
p dem ser obtidas utilizando-s a Fórmula de Cardano
y =
3
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confor e veremos na quarta seção.
Obtivem a c respondente Fó ul de Cardano
nos quatérn os (Teorema 3 da Seção 4), resolvend a
equação cúbica com coefic entes reais. N última seção
do trabalho res lvem s parcialmente equação cúbica
com coeficientes qu térnios, que é uma vers mais ge-
ral do problema. Vale r ssalt r que a a não há uma
fórmula resolutiva para quaçã cúbica g ral nos qua-
térnios. U a s lução parcial pode ser vista no L ma 5.1
1 O matemático Iva orton Niven (1915-1999) foi pr fessor da
faculdade de Oregon nos Estados Unidos, atuando em teoria dos nú-
eros. Entre 1983 e 1984, foi presidente da Mathematical Associ tion
of America (MAA), entidade com bjetivo de melhorar o ensino de
matemática nas escolas de ensino fundamental e médio. Portanto,
Niven gostaria do PROFMAT...
de (CHAPMAN, 2014). Um étodo computacional para
calcular s raízes foi obtido em (JANOVSKÁ D.; OPFER,
2010).
U a posição detalha a dos quatérnios é feita
na próxima seção. Co tu , considera os que é apr
pri do concluir est int oduçã com um exemplo m -
tivatório que ilustra a primeira afirmação do trabalho,
sobre a possibilidade de xistirem infinitas raízes. Adi-
cionalmente, o sentido geométri d empl auxilia
n entendimento dos quatérnios como extensão natural
os complexos.
Além i =
√−1, nos qua érnios existem o tr
uas unidades im giná ia , de tadas p r j e k. Assim,
i2 = j2 = k2 −1.
Esses el mentos relacionam-se pelas regras básicas
ij = −ji = k.
Intuitivamente, podemos associá-l s aos três eixo
do espaço euclidiano tridimensional e obs rvar que as
últimas relações são iguais as do produto vet rial.
Ass ire os gor que c mbinações do tipo x =
ai+ bj+ bk, om a, b, c ∈ R, podem ser som das coefi-
cie te a coeficiente e multiplicada distributiva ente de
maneira análoga às operações nos núm ros complexos.
As im, tiliz ndo as relações acim , obtemos
x2 = (ai+ bj+ bk)( i+ bj+ bk) = −(a2 + b2 + c2).
N te então que s o ponto (a, b, c) do espaço tri i-
mens onal estiver na esfera unitária de raio 1 c ntrada
na origem, isto é, se a2 + b2 + c2 = 1, então terem s
x2 = −1, p ra todo x dest forma. Portanto, a equação
x2 + 1 = 0
possui uma raiz pa a cada ponto da esfe a. Raízes dest
for a pode ser r lacion s por co j gação e uma
classe desta rel ção é chama em (JANOVSKÁ D.; OP
FER, 2010) de aíz esfé ica.
Um quatérnio é uma combinação linear d tipo
x0 + x1i+ x2 j+ x3k,
onde x0, x1, x2, x3 ∈ R e i, j k são tais como exposto
acima. Assim, os pontos do espaço tridimensional c r
r spondem aos quatérnios que tem a primeira compo-
nente nula. Re resentando por H o conjunto de todos
os quatérnios, podemos ainda assumir as inclusões n -
turais R ↪→ C ↪→ H, sendo que na segunda seta temos a
identificação a+ bi → a+ bi+ 0j+ 0k.
Iniciamos a próxima seção com uma intro ução
sobre os quatérnios e algumas de suas propriedades
básicas.
Ciência e Natura 2
1 Introduçã
Um fato pouco conhecido é que a clássica equação
quadrática
ax2 + bx+ c = 0, a, b, c ∈ R, com a = 0,
p de admitir ma qu nti ade infinita de raízes. Ivan
Niven 1 v rificou i o no trabalho (NIVEN, 1941), n
l apresent u a resolução de equaçõ s polinomiais
sob um conjunto contendo propria ente os núm ros
complexos: os térnios e Hamilto , ou simple mente
quatérni . A soluçã d Niven par o cas da equação
quadrática foi posteri r nte detalh a em (HUANG,
2002).
Neste trab lho faremos u a apresentação de parte
desses result dos de man ira mais direta e utilizan o
a resolubilidad por radicais, seguindo assim a teoria
clá sica das equações lgébricas. Cremos que isso torna
o ssunto mais acessível e interess nte ao prof ssor de
mate ática do ensino fundamental e médio.
No prim iro resultado (Teorema 1 da Seção 3) apre-
sentamos a versão da fórmula quadrática (fórmula de
Bhaskara) para o caso da equação quadrátic , admitindo
coeficientes re is e raízes quatérnias.
Na quarta seção abordamos a equação cúbica
x3 + ax2 + bx+ c = 0, co a, b, c ∈ R,
nos quatérni s, p ra a qu l obtivemos os nossos princi-
pais resultad . Lembramos qu as aízes a equaçã
cúbica reduzida
y3 + y+ q = 0
p dem ser btidas utilizando-s a Fórmula de Cardano
y =
3
√
− q
2
+
√
p3
27
+
q2
4
+
3
√
− q
2
−
√
p3
27
+
q2
4
,
conforme veremos na quarta seçã .
O tivemo a corres o de te Fórmula de Card
n s q até ni s (Teorema 3 da Seção 4), res lvend a
equação cúbica com co ficientes r ais. N última eçã
do trabalho resolvemos parci lmente quação cúbica
com coeficiente quatérnios, q e é uma v rsão mais ge-
ral do problema. Vale r ssaltar que ainda não há uma
fórmula r solutiva para a equação cúbica ger l n s qua-
térnios. Uma soluçã parcial po e ser vist no Lem 5.1
1 O matemático Iv Morton Niven (1915-1999) f i pr f ssor da
faculdade de Oregon o Estad s Unidos, atuando e te ria d s nú-
eros. Entre 1983 e 1984, foi presidente da Mathematical Association
of America (MAA), entidade com objetivo de melhorar o ensino de
matemática nas escolas de ensino fundamental e médio. Portanto,
Niven gostaria do PROFMAT...
de (CHAPMAN, 2014). Um étodo computacional para
calcul r as raízes foi obtido e (JANOVSKÁ D.; OPFER,
2010).
Uma exposição etalhad dos quatérnios é feita
na próxima s çã . Cont d , consi eramos que é apro-
priado concluir sta t odução m um exemplo mo-
tivatório qu ilustra a primeira afirmação do trabalho,
s bre a possibilidade de existirem infinitas raízes. Adi-
cionalment , o s tido geo étrico do exemplo auxilia
no entend mento dos quatérnios c mo exten ão natural
s com lexos.
Além de i =
√−1, nos quatérnios existem outras
duas unidades imaginá ias, den tadas po j e k. Assim,
i2 = j2 = k2 = −1.
Esses le e os relacion m- e pelas egras básicas
ij = −ji = k.
Intuitivamente, podem s associá-los a s três eixos
do spaço euclidiano tridimensional e observar que s
última r lações são iguais as do produto ve rial.
Assumiremos agora qu c mbinações do ti =
ai+ bj+ bk, com a, b, c ∈ R, podem ser somad s coefi-
ciente a coeficiente e multiplicadas distributivament de
maneira náloga às operações nos números complexos.
As im, tiliz ndo as relações acim , obtemos
x2 = ( i+ bj+ bk)(ai+ bj+ bk) = −(a2 + b2 + c2).
Note e tão que se o ponto ( , b, c) do espaço tridi-
mensional estiver na esfera unitária de raio 1 centrada
na origem, isto é, se a2 b2 + c2 = 1, então teremos
x2 = −1, para todo x desta forma. Portanto, a equação
x2 + 1 = 0
possui uma raiz para cad ponto da esfera. Raízes desta
forma podem ser relacionadas por conjugação e uma
classe desta laçã é chamada em (JANOVSKÁ D.; OP
FER, 2010) de raíz esférica.
Um quatérnio é uma combinação linear do tipo
x0 + x1i x2 j+ x3k,
onde x0, x1, x2, x3 ∈ R e i, j k sã tais como exposto
acima. A sim, os p ntos do espaço tridimensional cor-
respondem aos quatér i s que tem a primeir compo-
nente nula. Represent ndo por H o conjunto de todos
os quatérnios, podemos ainda assumir as inclusões na-
turais R ↪→ C ↪→ H, sendo que na segunda seta temos a
identifi ação a+ bi → a+ bi+ 0j+ 0k.
Iniciamos a próxima seção com uma introdução
sobre os quatérnios e algumas de suas propriedades
básicas.
Ciência e Natura 2
1 Introd ção
Um fato pouco co hecido é que a clás ica equação
qua rática
ax2 + bx+ c = 0, a, b, c ∈ R, com a = 0,
pode admitir uma quanti ade infinita de raízes. Ivan
Niven 1 v rificou isso no trabalho (NIVEN, 1941), no
qual apresen ou a r s lução de quaçõ s polinomi is
obre um conjunt contendo propr amente os núm ros
complexos: os térnios de Hamilton, ou simple m nte
qu térnios. A solução d Niven par o caso da equação
quadrática foi post ri rmente detalhada em (HUANG,
2002).
Neste trab lho faremos ma apres nt ção de parte
desses result dos de man ira mais ireta e utilizando
a resolubilid de por r dicais, seguindo assim a teoria
clássica das equações algébric s. Cremos que isso torna
o assunto mais acessível e interessante ao professor de
matemática do ensino fundamental e médio.
o primeiro resultado (Teorema 1 da Seção 3) apre-
sentamos a versão da fórmula quadrática (fórmula de
Bhaskara) par o caso da equação quadrática, admitindo
coeficientes re is e raízes quatérnias.
Na qu rt seção bordamos a e uação cúbica
x3 + ax2 + bx c = 0, co a, b, c ∈ R,
n s quatérnios, para l ob ivemos os nossos princi-
pais esultados. Lembramos que as raíz s a equação
cúbica r duzida
y3 + y+ q = 0
podem ser obtidas utiliz ndo-se a Fórmula de Cardan
y =
3
√
− q
2
+
√
p3
27
+
q2
4
+
3
√
− q
2
−
√
p3
27
+
q2
4
,
conforme ver s n qu rta se .
Obtivemos a corre pondent Fór ula de Car ano
nos qua érni s (Teorema 3 a Seção 4), resolvend a
equação cúbica com coefici ntes reais. N última seção
do trabalho re vemos parcialment a equação cúbica
com coeficient s quaté nios, q e é um versão mais ge-
ral o problema. Vale ssaltar que ainda não há um
fór ula resolutiva p ra a quação cúbica geral no qua-
térnios. Uma solução parcial pode ser vista no Lema 5.1
1 O mat mátic Ivan orton Niven (1915-1999) foi professor da
faculdade de Oregon os Estados Unidos, atuando em te ria dos nú-
eros. Entre 1983 e 1984, foi presidente da Mathematical Ass ci tion
of America (MAA), entidade com objetivo de melhorar o ensino de
matemática nas escolas de ensino fundamental e médio. Portanto,
Niven gostaria do PROFMAT...
e (CHAPMAN, 2014). Um mét do computacional para
calcul r as raízes foi obtido e (JANOVSKÁ D.; OPFER,
2010).
U a exposiçã det lhada dos qu térnios é feita
na próxi a s ção. Contud , consideramos que é apro-
priado concluir esta i t oduçã com um exempl mo-
tivatório que ilustra a p imeira afirmação d trabalh
sobr a possibili ade de existirem infinitas raízes. Adi-
cionalmente, o sentido geométrico do exempl auxilia
no entendimento d qu tér ios como extensão natur l
dos complexos.
Além de i =
√−1, no quatérnios existem ou ras
du s unid des imaginárias, d notadas por j e k. Assim,
i2 = j2 = k2 = −1.
Esses el mentos relacionam-se pel s r gras básicas
ij = −ji = k.
Intuitivamente, podemo ssociá-los a s três ix
do espaço eucli iano tridimension l e observar que as
últimas r lações são iguais as do produto vet ri l.
Ass miremos gora qu combinaçõ s do tip x =
ai+ bj+ bk, com a, b, ∈ R, p dem ser somad s o fi-
ciente a c eficiente e multiplicadas distributivament de
m neira análog às oper ções nos númer s compl xos.
Assim, utilizand as relações acima, obtem s
x2 = (ai+ bj+ bk)(ai+ bj+ k) = −(a2 + b2 + c2).
Note então que se o ponto (a, b, c) do espaço tridi-
mensional estiver na esfera unitária de raio 1 c ntrada
na or ge , isto é, se 2 + b2 + c2 = 1, então terem s
x2 = −1, pa todo x desta forma. Portanto, equaçã
x2 + 1 = 0
possui uma raiz para cada ponto da esfera. Raízes desta
forma podem ser relacionadas por conjugação e uma
class desta relação é chamada em (JANOVSKÁ D.; OP-
FER, 2010) de raíz esférica.
Um quatérnio é uma c mbinação linear d ti
x0 + x1i+ x2 j+ x3k,
onde x0, x1, x2, x3 ∈ R e i, j k são ta s como exposto
acima. Assi , os p ntos do spaço tridi ensional c r-
respondem aos quatérnios que tem a primeira compo-
nente nula. Representando por H o conjunto de todos
os quatérnios, podemos ainda assu ir as inclusões na-
turais R ↪→ C ↪→ H, sendo que na segunda seta temos a
identifi ação a+ bi → a+ bi+ 0j+ 0k.
Iniciamos a próxima seção com uma introdução
sobre os quatérnios e algumas de suas propriedades
básicas.
Ciência e Natura 2
1 I trodução
Um fato po co c nheci o é que a clássica equaçã
drática
ax2 + bx+ c = 0, a, b, c ∈ R, com a = 0,
pod adm t r ma quanti de infin ta de raízes. Ivan
Niven 1 verificou is o no trab lho (NIVEN, 1941 , no
l pre entou a re olução de equaçõe polinomiais
sobre um conjunto contendo propriamente s nú eros
complexos: os quatérnios de Ha ilton, ou simplesmente
quatérnios. A s lução de Niven para o caso da equaçã
quadrática foi posteriormente detalhada em (HUANG,
2002).
Neste trabalho faremos uma apresentação de parte
des es resultados de m neira mais direta e utilizan
a resolubilida por ra icais, seguindo assim a teoria
clássica das equações algébricas. Cremos que isso torna
o assunto mais acessível e interessante ao professo e
mat átic do ensino funda ntal e édio.
o prim iro resultado (Te re a 1 da Seção 3) apre-
sentamos a ver ão da fór ula quadrática (fórmula de
Bhaskara) para o caso da equação quadrática, admiti do
coeficient s reais e raízes quatérnias.
N quarta eção abordamos a equação cúbic
x3 + ax2 + bx+ c = 0, com a, b, c ∈ R,
quatérnios, para a qual obtivemos os no sos princi-
pais resultado . L bramos que as r ízes da equa
úbic r duzida
y3 + py+ q = 0
podem ser ob d s utiliz ndo-se a r no
y =
3
√
− q
2
+
√
p3
27
+
q2
4
+
3
√
− q
2
−
√
p3
27
+
q2
4
,
conforme veremos na quarta seção.
O tivemo a corres onde te Fórmula de Carda
nos quatér ios (Te rema 3 da Seção 4), es lvendo a
equação cúbica com coefi ientes reais. N última seçã
do tr balho s lvemos parci lmente a equação cúbica
com coeficientes quatérnios, que é uma versão mais ge-
ral do problema. Vale ressaltar que ainda nã há uma
fórmula resolutiva para a equação cúbica geral no qua-
térnios. U s lução pa cial po e ser vista no Lem 5.1
1 O matemático Ivan Morton Niven (1915-1999) foi professor da
faculdade de Oregon nos Estados Unidos, atuando em teoria dos nú-
meros. Entre 1983 e 1984, foi presidente da Mathematical Association
of America (MAA), entidade com objetivo de melhorar o ensino de
matemática nas escolas de ensino fundamental e médio. Portanto,
Niven gostaria do PROFMAT...
de (CHAPMAN, 2014). Um método computacional para
calcular as r ízes foi obtid em (JANOVSKÁ D.; OPFER,
2010).
Uma xposição detalhad d s quatérnios é feita
na próxima seção. Contudo, con ider mos que é apro
priado concluir sta introdução c m um exemplo mo-
tivatório que ilus ra a pri eir afirmação do trabalho,
s bre a ossibilid de de existire i finitas aíze . Adi-
ci nalment , o sentido geométr co do exemplo auxilia
no entendimento d s q térnios co o extensão nat ral
dos compl xos.
Além de i =
√−1, nos quatérnios existe outras
duas unidades i aginári s, denotada por j e k. A sim,
i2 = j2 = k2 = −1.
Esses ele os relacionam- e pelas regras bás cas
ij = −ji = k.
Intuitiv mente, po mos associá-los aos três eixos
do espaç euclidiano tridimensional e observar que as
últimas relações são iguais as do produto vet rial.
Assumirem s agora qu co binações d ti o =
ai+ bj+ bk, com , b, c ∈ R, p dem er som da oefi-
iente a coeficiente e m lti licadas distributiv mente de
an ira análoga às operações os números complexos.
As im, utilizando as rel ções ci a, btemos
x2 = (ai+ bj+ bk)(ai+ bj+ bk) = −(a2 + b2 + c2).
Note então que se o ponto ( , b, c) do espaço tridi-
men ional estive na esfera uni ári de r io 1 ce trada
na origem, is é, se 2 + b2 + c2 = 1, então ter os
x2 = −1, p ra tod x dest f rma. P rta to, a equ ção
x2 + 1 = 0
p ss i uma raiz para ca p nto da esfera. Raízes desta
forma podem ser elacionadas or co jugação e ma
cla s dest relaçã é ch mada m (JANOVSKÁ D.; OP-
FER, 2010) de raíz esférica.
Um quatérnio é uma co binação linear do tipo
x0 + x1i+ x2 j+ x3k,
ond x0, x1, x2, x3 ∈ R e i, j e k sã tais como xposto
acima. Assim, os pontos do espaço tridimensional cor
responde aos quatér i s que tem a pri eira compo-
nente nula. Represent ndo por H o conjunto de todos
os quatérnios, podemos ainda assumir as inclusões na-
turais R ↪→ C ↪→ H, sendo que na segunda seta temos a
identificação a+ bi → a+ bi+ 0j+ 0k.
Iniciamos a próxima seção com uma introdução
sobre os quatérnios e algumas de suas propriedades
básicas.
Ciência e Natura 2
1 I t odução
Um fato pouco conhecido é que a clássica equação
quadrática
ax2 + bx+ c = 0, a, b, c ∈ R, com a = 0,
pod admitir um q anti d infinit de raíz . Iv n
Niv n 1 verificou iss no trabalho (NIVEN, 1941), o
qu l apr sento a r lução de equaçõe p l no iais
s br m conjunt cont do pro ri m te os núme os
c mplexos: s qu té ios e Ha ilto , u implesmente
qu térnios. A solução de Niven para o caso da eq ação
quadrátic foi p steriorm nte detalh em (HUANG,
2002).
este tr b lho fa em s u a apresentação e pa te
de es resultad s de maneir mais diret e utilizan o
a re olubili ade por radicais, s g ind sim a teoria
lássica da equações algébricas. Cremos que isso torna
o assunto mais acessível e interessante ao professor de
matemática d ensin fundamental médi .
No primeir re ult do (Teore a 1 da Seção 3) apre-
sentamos a versão d fórmula qu drática (fórmula de
Bha kar ) pa a o c so da equação quadrática, admitind
coeficientes reais e raízes quatérnias.
Na quarta seçã abordamos a equação cúbica
x3 + ax2 + bx+ c = 0, com a, b, c ∈ R,
nos quatérnios, para a qual obtivemos os no s s princi-
pais resultados. Lembramos que as r ízes da equação
cúbica reduzida
y + py+ q = 0
p dem ser obtidas utiliz ndo-se a Fór ula de Cardano
y =
3
√
− q
2
+
√
p3
27
+
q2
4
+
3
√
− q
2
−
√
p3
27
+
q2
4
,
c nf rme veremos n quart seçã .
Obtiv m s a correspondent Fó mul de C rdan
n s qu térnio (T orema 3 da S ção 4), resolvendo
equação úbi a m c efi entes reais. Na última eção
do trab lho resolvemo parci lment equaçã cúbic
com coeficientes quatérnio , qu é uma ve sã mais g
ral d problema. Vale ressaltar qu aind ã há uma
fórmula resolutiva para a equação cúbica geral nos qua-
térnios. Uma s lução parcial pode ser vista no Lema 5.1
1 O matemático Ivan Morton Niven (1915-1999) foi professor da
faculdade d Oregon nos Estados U idos, atuando em teoria dos nú-
meros. Entre 1983 e 1984, foi president da Mathematical Association
of A eri (MAA), enti ad com objetivo de m lhorar o ensino de
mat mátic nas escolas de ensino fundamental e médio. Portanto,
Niven gostaria do PROFMAT...
de (CHAPMAN, 2014). U étod computacional par
calcul r as raízes f i obtido em (JANOVSKÁ D.; OPFER,
2010).
U a e posição detalha a d s q atér ios é feit
na próxima s ção. Contudo, consider m s que é pro-
priado concl ir esta introdução com um exe plo mo
tiv tório qu ilustra a pri eira afirmação do tr balho,
s bre a possibilidade de existire infinita raízes. Adi-
c nal ente, sent do geométrico do exe plo auxilia
no entendimento dos q atérnios como extensão na ural
dos complexos.
Além de i =
√−1, nos quatérnios existe outras
duas unidades i aginárias, d notadas p r j e k. A sim,
i2 = j2 = k2 = −1.
Esses elem o relacionam-se pelas regras básicas
ij = −ji = k.
Intuitivamente, podemo associá-los aos três i s
do esp ço euclidian tridimensional e observar que as
últimas relações são iguais as d produto vetorial.
Assu iremos agor que combinações do tipo x =
ai+ bj+ bk, com a, b, ∈ R, podem ser s madas coefi
ci te a coefic ente e multiplic d s distributivamen e e
a e ra nál g às oper ções nos nú eros complex .
Assim, utiliz ndo a relações cima, obtemos
x2 = (ai+ bj+ bk)( i+ bj+ bk) −(a2 + b2 + c2).
Note entã que se ponto ( , b, c) do espaço tridi
mensional estiver n esfera unitária de i 1 c ntrada
a origem, isto é, se 2 + b2 + c2 = 1, então t rem
x2 = −1, para tod x desta forma. Portanto, a equação
x2 + 1 = 0
po ui um aiz para ada p nto da esfera. Raízes desta
forma podem ser relacionadas por conjugação e uma
classe de ta relação é chamada em (JANOVSKÁ D.; OP
FER, 2010) de r íz esféric .
Um quatérnio é uma combinação linear do tipo
x0 + x1i+ x2 j+ x3k,
onde x0, x1, x2, x3 ∈ R e i, j e k são tais com exposto
acima. Assim, os po os do espaç tridimensional c r-
respo de os quatérnios que tem a primeira comp
nente nula. Representando por H o co junto de to os
os quatérni s, podemos ainda assu ir as inclusões na-
turais R ↪→ C ↪→ H, sendo que na segunda seta temos a
identificação a+ bi → a+ bi+ 0j+ 0k.
Iniciamos a próxima seção com uma introdução
sobre os quatérnios e algumas de suas propriedades
básicas.
392 Dario et al.: Fórmulas resolutivas da equação quadrática e da equação cúbica
sobre os quatérnios de Hamilton
Ciência e Natura 2
1 Introdução
Um fato pouco conhecido é que a clássica equação
quadrática
ax2 + bx+ c = 0, a, b, c ∈ R, com a = 0,
pode admitir uma quantidade infinita de raízes. Ivan
Niven 1 verificou isso no trabalho (NIVEN, 1941), no
qual apresentou a resolução de equações polinomiais
sobre um conjunto contendo propriamente os números
complexos: os quatérnios de Hamilton, ou simplesmente
quatérnios. A solução de Niven para o caso da equação
quadrática foi posteriormente detalhada em (HUANG,
2002).
Neste trabalho faremos uma apresentação de parte
desses resultados de maneira mais direta e utilizando
a resolubilidade por radicais, seguindo assim a teoria
clássica das equações algébricas. Cremos que isso torna
o assunto mais acessível e interessante ao professor de
matemática do ensino fundamental e médio.
No primeiro resultado (Teorema 1 da Seção 3) apre-
sentamos a versão da fórmula quadrática (fórmula de
Bhaskara) para o caso da equação quadrática, admitindo
coeficientes reais e raízes quatérnias.
Na quarta seção abordamos a equação cúbica
x3 + ax2 + bx+ c = 0, com a, b, c ∈ R,
nos quatérnios, para a qual obtivemos os nossos princi-
pais resultados. Lembramos que as raízes da equação
cúbica reduzida
y3 + py+ q = 0
podem ser obtidas utilizando-se a Fórmula de Cardano
y =
3
√
− q
2
+
√
p3
27
+
q2
4
+
3
√
− q
2
−
√
p3
27
+
q2
4
,
conforme veremos na quarta seção.
Obtivemos a correspondente Fórmula de Cardano
nos quatérnios (Teorema 3 da Seção 4), resolvendo a
equação cúbica com coeficientes reais. Na última seção
do trabalho resolvemos parcialmente a equação cúbica
com coeficientes quatérnios, que é uma versão mais ge-
ral do problema. Vale ressaltar que ainda não há uma
fórmula resolutiva para a equação cúbica geral nos qua-
térnios. Uma solução parcial pode ser vista no Lema 5.1
1 O matemático Ivan Morton Niven (1915-1999) foi professor da
faculdade de Oregon nos Estados Unidos, atuando em teoria dos nú-
meros. Entre 1983 e 1984, foi presidente da Mathematical Association
of America (MAA), entidade com objetivo de melhorar o ensino de
matemática nas escolas de ensino fundamental e médio. Portanto,
Niven gostaria do PROFMAT...
de (CHAPMAN, 2014). Um método computacional para
calcular as raízes foi obtido em (JANOVSKÁ D.; OPFER,
2010).
Uma exposição detalhada dos quatérnios é feita
na próxima seção. Contudo, consideramos que é apro-
priado concluir esta introdução com um exemplo mo-
tivatório que ilustra a primeira afirmação do trabalho,
sobre a possibilidade de existirem infinitas raízes. Adi-
cionalmente, o sentido geométrico do exemplo auxilia
no entendimento dos quatérnios como extensão natural
dos complexos.
Além de i =
√−1, nos quatérnios existem outras
duas unidades imaginárias, denotadas por j e k. Assim,
i2 = j2 = k2 = −1.
Esses elementos relacionam-se pelas regras básicas
ij = −ji = k.
Intuitivamente, podemos associá-los aos três eixos
do espaço euclidiano tridimensional e observar que as
últimas relações são iguais as do produto vetorial.
Assumiremos agora que combinações do tipo x =
ai+ bj+ bk, com a, b, c ∈ R, podem ser somadas coefi-
ciente a coeficiente e multiplicadas distributivamente de
maneira análoga às operações nos números complexos.
Assim, utilizando as relações acima, obtemos
x2 = (ai+ bj+ bk)(ai+ bj+ bk) = −(a2 + b2 + c2).
Note então que se o ponto (a, b, c) do espaço tridi-
mensional estiver na esfera unitária de raio 1 centrada
na origem, isto é, se a2 + b2 + c2 = 1, então teremos
x2 = −1, para todo x desta forma. Portanto, a equação
x2 + 1 = 0
possui uma raiz para cada ponto da esfera. Raízes desta
forma podem ser relacionadas por conjugação e uma
classe desta relação é chamada em (JANOVSKÁ D.; OP-
FER, 2010) de raíz esférica.
Um quatérnio é uma combinação linear do tipo
x0 + x1i+ x2 j+ x3k,
onde x0, x1, x2, x3 ∈ R e i, j e k são tais como exposto
acima. Assim, os pontos do espaço tridimensional cor-
respondem aos quatérnios que tem a primeira compo-
nente nula. Representando por H o conjunto de todos
os quatérnios, podemos ainda assumir as inclusões na-
turais R ↪→ C ↪→ H, sendo que na segunda seta temos a
identificação a+ bi → a+ bi+ 0j+ 0k.
Iniciamos a próxima seção com uma introdução
sobre os quatérnios e algumas de suas propriedades
básicas.
Ciência e Natura 2
1 Introdução
Um fato pouco conhecido é que a clássica equação
quadrática
ax2 + bx+ c = 0, a, b, c ∈ R, com a = 0,
pode admitir uma quantidade infinita de raízes. Ivan
Niven 1 verificou isso no trabalho (NIVEN, 1941), no
qual apresentou a resolução de equações poli o iais
sobre um conjunto co ten o propriamente os nú eros
complexos: os quatérnios de Hamilton, ou simplesmente
quatérnios. A solução de Niven para o caso da equação
quadrática foi posteriormente detalhada em (HUANG,
2002).
Neste trabalho faremos uma apresentação de parte
desses resulta os de maneira mais direta e utilizando
a resolubilidade por radicais, seguindo assim a teoria
clássica das equações algébricas. Cremos que isso torna
o assunto mais acessível e interessante ao professor de
matemática do ensino fundamental e médio.
No primeiro resultado (Teorema 1 da Seção 3) apre-
sentamos a versão da fórm la quadrática (fórmula de
Bhaskara) para o caso da eq ação quadrática, admitindo
coeficientes reais e raízes quatérnias.
Na quarta seção abordamos a equação cúbica
x3 + ax2 + bx+ c = 0, com a, b, c ∈ R,
nos quatérnios, para a qual obtivemos os nossos princi-
pais resultados. Lembramos que as raízes da equação
cúbica reduzida
y3 + py+ q = 0
podem ser obtidas utilizando-se a Fórmula de Cardano
y =
3
√
− q
2
+
√
p3
27
+
q2
4
+
3
√
− q
2
−
√
p3
27
+
q2
4
,
conforme veremos na quarta seção.
Obtivemos a correspondente Fórmula de Cardano
nos quatérnios (Teorema 3 da Seção 4), resolvendo a
equação cúbica com coeficientes reais. Na última seção
do trabalho resolvemos parcialmente a equação cúbica
com coeficientes quatérnios, que é uma versão mais ge-
ral do problema. Vale ressaltar que ainda não há uma
fórmula resolutiva para a equação cúbica geral nos qua-
térnios. Uma solução parcial pode ser vista no Lema 5.1
1 O matemático Ivan Morton Niven (1915-1999) foi professor da
faculdade de Oregon nos Estados Unidos, atuando em teoria dos nú-
meros. Entre 1983 e 1984, foi presidente da Mathematical Association
of America (MAA), entidade com objetivo de melhorar o ensino de
matemática nas escolas de ensino fundamental e médio. Portanto,
Niven gostaria do PROFMAT...
de (CHAPMAN, 2014). Um método computacional para
calcular as raízes foi obtido em (JANOVSKÁ D.; OPFER,
2010).
Uma exposição detalhada dos quatérnios é feita
na próxima seção. Co tudo, consideramos que é apro-
priado concluir esta introdução com um exemplo mo-
tivatório que ilustra a primeira afirmação do trabalho,
sobre a possibilidade de existirem infinitas raízes. Adi-
cionalmente, o sentido geométrico do exemplo auxilia
no entendimento dos quatérnios como extensão natural
dos complexos.
Além de i =
√−1, nos quatérnios existem outras
duas unidades imaginárias, denotadas por j e k. Assim,
i2 = j2 = k2 = −1.
Esses elementos relacionam-se pelas regras básicas
ij = −ji = k.
Intuitivamente, podemos associá-los aos três eixos
do espaço euclidiano tridimensional e observar que as
últimas relações são iguais as do produto vetorial.
Assumiremos agora que combinações do tipo x =
ai+ bj+ bk, com a, b, c ∈ R, podem ser somadas coefi-
ciente a coeficiente e multiplicadas distributivamente de
maneira análoga às operações nos números complexos.
Assim, utilizando as relações acima, obtemos
x2 = (ai+ bj+ bk)(ai+ bj+ bk) = −(a2 + b2 + c2).
Note então que se o ponto (a, b, c) do espaço tri i-
mensional estiver na esfera unitária de raio 1 centrada
na origem, isto é, se a2 + b2 + c2 = 1, então teremos
x2 = −1, para todo x desta forma. Portanto, a equação
x2 + 1 = 0
possui uma raiz para cada ponto da esfera. Raízes desta
forma podem ser relacionadas por conjugação e uma
classe desta relação é chamada em (JANOVSKÁ D.; OP-
FER, 2010) de raíz esférica.
Um quatérnio é uma combinação linear do tipo
x0 + x1i+ x2 j+ x3k,
onde x0, x1, x2, x3 ∈ R e i, j e k são tais como exposto
acima. Assim, os pontos do espaço tridimensional cor-
respondem aos quatérnios que tem a primeira compo-
nente nula. Representando por H o conjunto de todos
os quatérnios, podemos ainda assumir as inclusões na-
turais R ↪→ C ↪→ H, sendo que na segunda seta temos a
identificação a+ bi → a+ bi+ 0j+ 0k.
Iniciamos a próxima seção com uma introdução
sobre os quatérnios e algumas de suas propriedades
básicas.
Ciência e Natura 2
1 Introdução
Um fato pouco conhecido é que a clássica equação
quadrática
ax2 + bx+ c = 0, a, b, c ∈ R, com a = 0,
pode admitir uma quantidade infinita de raízes. Ivan
Niven 1 verificou isso no trabalho (NIVEN, 1941), no
qual apresentou a resolução de equações polinomiais
sobre um conjunto contendo propriamente os nú eros
complexos: os quatérnios de Hamilton, ou simplesmente
quatérnios. A solução de Niven para o caso da equação
quadrática foi posteriormente detalhada em (HUANG,
2002).
Neste trabalho faremos uma apresentação de parte
desses resultados de maneira mais direta e utilizando
a resolubilidade por radicais, seguindo assim a teoria
clássica das equações algébricas. Cremos que isso torna
o assunto mais acessível e interessante ao professor de
matemática do ensino fundamental e médio.
No primeiro resultado (Teorema 1 da Seção 3) apre-
sentamos a versão da fórmula quadrática (fór ula de
Bhaskara) para o caso da equação quadrática, admitindo
coeficientes reais e raízes quatérnias.
Na quarta seção abordamos a equação cúbica
x3 + ax2 + bx+ c = 0, com a, b, c ∈ R,
nos quatérnios, para a qual obtivemos os nossos princi-
pais resultados. Lembramos que as raízes da equação
cúbica reduzida
y3 + py+ q = 0
podem ser obtidas utilizando-se a Fórmula de Cardano
y =
3
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conforme veremos na quarta seção.
Obtivemos a correspondente Fórmula de Cardano
nos quatérnios (Teorema 3 da Seção 4), resolvendo a
equação cúbica com coeficientes reais. Na última seção
do trabalho resolvemos parcialmente a equação cúbica
com coeficientes quatérnios, que é uma versão mais ge-
ral do problema. Vale ressaltar que ainda não há uma
fórmula r solutiva para a equação cúbica geral no qua-
térnios. Uma solução parcial pode ser vista no Lema 5.1
1 O matemático Ivan Morton Niven (1915-1999) foi profe sor a
faculdade de Oregon nos Estados Unidos, atuando em te ria dos ú-
meros. Entre 1983 e 1984, foi presidente da Mathematical Association
of America (MAA), entidade com objetivo de melhorar o ensino de
matemática nas escolas de ensino fundamental e médio. Portanto,
Niven gostaria do PROFMAT...
de (CHAPMAN, 2014). Um étodo computacional para
calcular as raízes foi obtido em (JANOVSKÁ D.; OPFER,
2010).
Uma exposição detalhada dos quatérnios é feita
na próxima seção. Contudo, considera os que é apro-
priado concluir esta introdução co um exemplo mo-
tivatório que ilustra a primeira afirmação do trabalho,
sobre a possibilidade de existirem infinitas raízes. Adi-
cionalmente, o sentido geométrico do exemplo auxilia
no entendimento dos quatérnios como extensão natural
dos complexos.
Além de i =
√−1, nos quatérnios existem outras
duas unidades imaginárias, denotadas por j e k. Assim,
i2 = j2 = k2 = −1.
Esses elementos relacionam-se pelas regras básicas
ij = −ji = k.
Intuitivamente, pode os associá-los aos três eixos
do espaço euclidiano tridimensional e observar que as
últimas relações são iguais as do produto vetorial.
Assumire os agora que combinações do tipo x =
ai+ bj+ bk, com a, b, c ∈ R, podem ser somadas coefi-
ciente a coeficiente e multiplicadas distributiva ente de
maneira análoga às operações nos números complexos.
Assim, utilizando as relações acima, obtemos
x2 = (ai+ bj+ bk)(ai+ bj+ bk) = −(a2 + b2 + c2).
Note então que se o ponto (a, b, c) do espaço tridi-
mensional estiver na esfera unitária de raio 1 centrada
na origem, isto é, se a2 + b2 + c2 = 1, então teremos
x2 = −1, para todo x desta forma. Portanto, a equação
x2 + 1 = 0
possui uma raiz para cada ponto da esfera. Raízes desta
forma podem ser relacionadas por conjugação e uma
classe desta relação é chamada em (JANOVSKÁ D.; OP-
FER, 2010) de raíz esférica.
Um quatérnio é uma combinação linear do tipo
x0 + x1i+ x2 j+ x3k,
onde x0, x1, x2, x3 ∈ R e i, j e k são tais como exposto
acima. Assim, os pontos do espaço tridi ensional cor-
respondem aos quatérnios que tem a primeira compo-
nente nula. Representando por H o conjunto de todos
os quatérnios, podemos ainda assumir as inclusões na-
turais R ↪→ C ↪→ H, sendo que na segunda seta temos a
identificação a+ bi → a+ bi+ 0j+ 0k.
Iniciamos a próxima seção com uma introdução
sobre os quatérnios e algumas de suas propriedades
básicas.
Ciência e Nat ra 2
1 Introdução
Um fato pouco conhecido é que a clássica equação
quadrática
ax2 + bx+ c = 0, , b, c ∈ R, com a = 0,
pode admitir uma quantid infinita de raízes. Ivan
Niven 1 verificou is o trabalho (NIVEN, 1941), no
qual apresentou a resolução de equaçõ s olinomiais
sobre um conj n o contendo propriamente os números
complexos: os quatérnios de Hamilton, ou simplesmente
quatérnios. A solução de Niven par o caso da equação
quadrática foi posteriormente detalhada em (HUANG,
2002).
Neste rabalho faremos u apresentação d parte
d ses resultados de maneira mais ireta e utiliza do
resolubilidade por radicais, seguind assim a teoria
clá sica das equações algébricas. Cre os que isso torna
o assunto mais acessível e interessante ao professor de
matemática do ensino fundamental e médio.
N primeiro resultado (Te rema 1 d Seção 3) apre-
s ntamos versão da fórmula quadráti (fór ula de
Bhaskara) para o caso da equação quadrática, admitindo
coeficientes reais e raízes quatérnias.
Na quarta seção abordamos a equação cúbica
x3 + ax2 + bx+ c = 0, com a, b, c ∈ R,
nos quatérnios, para a qual obtivemos os nossos princi-
pa s resultados. Lembramos que as raízes da equação
cúbica reduzida
y3 + py+ q = 0
podem ser obtidas utilizando-se a Fórmula de Cardano
y =
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conforme veremos na quarta seção.
Obtivemos a correspo dent Fórmula de Cardano
nos quatérnios (Teorem 3 da Seção 4), res lvendo a
equ ção cúbica co coeficientes reais. Na últi a seção
do trabalho r olvemos p rcialm nte a quação cúbica
com coefici ntes quatérnios, que é um v rsão mais ge-
ral do prob ema. Vale ressaltar que ainda não há ma
fórmula resolutiva par a equação cúb ca geral nos qua-
térnios. Uma solução parcial p de ser vista no Lema 5.1
1 O matemático Ivan Morton Niven (1915-1999) foi professor da
faculdade de Oregon nos Estados Unidos, atuando em teoria dos nú-
meros. Entre 1983 e 1984, foi presidente da Mathematical Association
of America (MAA), entidade com objetivo de melhorar o ensino de
matemática nas escolas de ensino fundamental e médio. Portanto,
Niven gostaria do PROFMAT...
de (CHAPMAN, 2014). Um étodo computacional para
calcular as raízes foi obtido em (JANOVSKÁ D.; OPFER,
2010).
Uma exposiçã detalhada dos quatérnios é feita
n próxima seção. Contudo, consideramos que é apro-
priado concluir esta introdução co um exemplo mo-
tiv tório que ilustra a pri eira afirmação d trabalho,
sobr a possibili a e d exis irem infinitas raízes. Adi-
cio alment , o sentido geométrico do exemplo xilia
no entendimento dos quatérnios como extensão natural
dos complexos.
Além de i =
√−1, nos quatérnios existem outras
duas unidades imaginárias, denotadas por j e k. Assim,
i2 = j2 = k2 = −1.
Esses elementos relacionam-se pelas regras básicas
ij = −ji = k.
Intuitivamente, po e os associá-l s aos três ixos
do espaço euclidiano tr dimensional e bservar que as
últimas relações são iguais as do produto v torial.
Assumiremos agora que combinações do tip x =
ai+ bj+ bk, com a, b, c ∈ R, p dem s r somadas c efi-
ciente a coeficiente e multiplicadas distributivamente de
maneira análoga às operações nos númer complexos.
Assim, utilizando as relações acima, obtemos
x2 = (ai+ bj+ bk)(ai+ bj+ bk) = −(a2 + b2 + c2).
Note ntão qu se o ponto (a, b, c) d espaço tridi-
mensional estiver na sfera unitária de raio 1 centrada
na origem, ist é, se a2 + b2 + c2 = 1, então teremos
x2 = −1, para todo x desta forma. Portanto, a quação
x2 + 1 = 0
possui uma r iz para da ponto da esfera. Raíz s desta
forma po m ser relacionadas por conjugação e uma
classe desta relação é ch mada em (JANOVSKÁ D.; OP-
FER, 2010) de raíz esfér ca.
Um quatérnio é uma combinação linear do tipo
x0 + x1i+ x2 j+ x3k,
onde x0, x1, x2, x3 ∈ R e i, j k são ta s com exposto
acima. Assim, os pontos do spaço tridi ensional cor-
respondem aos quatérni s que te a primeira c mpo-
nente nula. Repr sentando por H o conjunto de todos
os quatérnios, podemos ainda s umir as inclusões na-
tura s R ↪→ C ↪→ H, sendo que na segunda seta temos a
identificação a+ bi → a+ bi+ 0j+ 0k.
Iniciamos a próxima seção com uma introdução
sobre os quatérnios e algumas de suas propriedades
básicas.
Ciência e Natura 2
1 Introdução
Um fato pouco conhecido é que a clássica equação
qua rática
ax2 + bx+ c = 0, a, b, c ∈ R, com a = 0,
p de ad itir uma quantidade infinita de raízes. Ivan
Niven 1 verifico isso no trab lho (NIVEN, 1941), o
qual apresentou a r solução de quações polinomiais
sobre um conjunto contendo propriament os números
complexos: os quatérnios de Hamilton, ou simplesmente
quatérnios. A solução de Niven para o caso da equação
quadrática foi posteriormente detalhada em (HUANG,
2002).
Neste trabalho faremos uma apres ntação d pa te
desses result dos de maneir mais direta e utilizando
a resolubilidade por radicais, seguindo assim a teoria
clássica das equações algébricas. Cremos que isso torna
o assunto mais acessível e interessante ao professor de
matemática do ensino fundamental e médio.
No primeiro resultado (Teorema 1 da Seção 3) apre-
sentamos a versão da fórmula quadrática (fórmula de
Bhaskara) para o caso da equação quadrática, admitindo
coeficientes reais e raízes quatérnias.
Na quarta seção abordamos a equação cúbica
x3 + ax2 + bx+ c = 0, com a, b, c ∈ R,
nos quatérnios, para a qual obtivemos os nossos princi-
pais resultados. Lembramos que as raízes da equação
cúbica reduzida
y3 + py+ q = 0
podem ser obtidas utilizando-se a Fórmula de Cardano
y =
3
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+
√
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+
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+
3
√
− q
2
−
√
p3
27
+
q2
4
,
conforme eremos na quarta seção.
Obtivemos a correspondent Fór ula de Cardano
n s quatérnios (Teorema 3 da Seção 4), resolvendo a
equação cú ica com coefici ntes reais. N última seção
do trab lho resolvemos parcialment a equação cúbic
com coeficientes quatérnios, que é uma versã mais ge-
ral do problema. Vale ressaltar que ainda não há uma
fórmula resolutiva para a equação cúbica geral no qua-
térnios. Uma solução parcial pode ser vista no Lema 5.1
1 O m t mátic Ivan Morton Nive (1915-1999) foi professor da
faculdade de Oregon nos Estados Unidos, atuando eoria dos nú-
meros. Entre 1983 e 1984, foi pr sidente a Mathe atical Association
of Am rica (MAA), entidade com objetivo de melhorar o ensin de
matemática n s escolas de ensino fundamental e médio. Portanto,
Niven gostaria do PROFMAT...
de (CHAPMAN, 2014). Um método computacional para
calcular as raízes foi obtido em (JANOVSKÁ D.; OPFER,
2010).
Uma exposição detalhada dos quatérni s é feita
na próxima seção. Contud , consideramos que é apro-
priado co cluir esta introduçã com um xemplo mo-
tivatório qu ilustra a primeira afir ação do trabalho,
sobre a possibilidade de existirem infinitas raízes. Adi-
cionalmente, o sentido geométrico do exemplo auxilia
no entendimento dos quatérnios como extensão natural
dos complexos.
Além de i =
√−1, nos quatérnios existem outras
duas unidades imaginárias, denotadas por j e k. Assim,
i2 = j2 = k2 −1.
E ses el entos relacionam-se pe as regras básicas
ij = −ji = k.
Intuitivamente, podemos associá-los aos três eixos
do espaço euclidiano tridimensional e observar que as
últimas relações são i uais as do produto vetorial.
Ass miremos gora qu combinaçõ s do tipo x =
ai+ bj+ bk, com a, b, c ∈ R, podem ser somadas coefi-
ciente a coeficiente e multiplicadas distributivamente de
maneira análoga às operações nos números complexos.
Assim, util zando as relações acima, obtemos
x2 = (ai+ bj+ bk)(ai+ bj+ bk) = −(a2 + b2 + c2).
Note então que se o pont (a, b, c) do espaço tridi-
mensional estiver na esfera unitária de raio 1 centrada
na origem, isto é, se a2 + b2 + c2 = 1, então teremos
x2 = −1, para todo x desta forma. Portanto, a equação
x2 + 1 = 0
possui uma raiz para cada ponto da esfera. Raízes desta
forma podem ser relacionadas por conjugação e uma
classe desta relação é chamada em (JANOVSKÁ D.; OP-
FER, 2010) de raíz esférica.
Um quatérnio é uma combinação linear do tipo
x0 + x1i+ x2 j+ x3k,
onde x0, x1, x2, x3 ∈ R e i, j e k são ta s com exp t
acima. Assim, os pont s o espaço tridime sional c r-
respondem aos quatér ios tem a primeira co po-
nente nula. Representando por H o conjunto de todos
os quatérnios, podemos ainda assumir as inclusões na-
turais R ↪→ C ↪→ H, sendo que na segunda seta temos a
identificação a+ bi → a+ bi+ 0j+ 0k.
Iniciamos a próxima seção com uma introdução
sobre os quatérnios e algumas de suas propriedades
básicas.
Ciência e Natura 2
1 Introdução
Um fato pouco conhecido é que a clássica equação
quadrática
ax2 + bx+ c = 0, a, b, c ∈ R, com a = 0,
pode admitir uma quantidade infinita de raízes. Ivan
Niven 1 verificou isso no trabalho (NIVEN, 1941), no
qual apresentou a resolução de equações polinomiais
sobre um conjunto contendo propriamente os números
complexos: os quatérnios de Hamilton, ou simplesmente
quatérnios. A s lução de Niven para o caso da equ ção
quadrática foi posterior nte d talha a em (HUANG,
2002).
Neste trabalho faremos uma apresentação de parte
desses resultados de maneira mais direta e utilizando
a resolubilidade por radicais, seguindo assim a teoria
clássica das equações algébricas. Cremos que isso torna
o assunto m is acessível interessante ao professor
mate ática do ensino fundamental e médio.
o primeiro resultado (Teorema 1 da Seção 3) apre-
sentamos ver ão d fó mula quadrática (fórmula de
Bhaskara) para o caso da equação quadrática, admitindo
coeficientes reais e raízes quatérnias.
N quarta seção bordamos a equação cúbica
x3 + ax2 + bx+ c = 0, com a, b, c ∈ R,
nos quatérnios, para a qual obtivemos os nossos princi-
pais resultados. Lembramos que as raízes da equação
cúbica reduzida
y3 + py+ q = 0
podem ser obtidas utilizando-se a Fórmula de Cardano
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conforme eremos na quarta s ção.
Obtivemos a correspondente Fórmula de Cardano
nos quatérnios (Teorema 3 da Seção 4), resolvendo a
equação cúbica com coeficientes reais. Na última seção
do trabalho resolvemos parcialmente a equação cúbica
com coeficientes quatérnios, que é uma versão mais ge-
ral do problema. Vale ressaltar que ainda não há um
fórmula r solutiva para a equação cúbica geral no qua-
térnios. Um solução parcial po e s r vista n Lema 5.1
1 O matemático Ivan Morton Niven (1915-1999) foi profe sor a
faculdade de Oregon nos Estados Unidos, atuando em te ria dos ú-
meros. Entre 1983 e 1984, foi presidente da Mathematical Association
of A erica (MAA), entidade com objetivo de melhorar o ensino de
matemática nas escolas de ensino fundamental e médio. Portanto,
Niven gostaria do PROFMAT...
de (CHAPMAN, 2014). Um méto computacional par
c lcular as raízes foi btid em (JANOVSKÁ D.; OPFER,
2010).
Uma exposição detalhada dos quatérnios é feita
na próxima seção. Contudo, consideramos que é apro-
priado concluir esta introdução com um exemplo mo-
tivatório que ilustra a primeira afirmação do trabalho,
sobre a possibilidade de existirem i finitas raízes. Adi-
cionalmente, o sentido ge métrico d exemplo a xilia
no enten im nto dos qu térnios como extensão natural
dos complexos.
Além de i =
√−1, nos quatérnios existem outras
duas unidades imaginárias, denotadas por j e k. Assim,
i2 = j2 = k2 = −1.
Esses elementos relacionam-se pelas regras básicas
ij = −ji = k.
Intuitivamente, podemos associá-los aos três eixos
do esp ço uclidi no tridimensional o servar qu as
últimas relaçõ s são ig ais as do produto vetorial.
Assumiremos agora que combinações do tipo x =
ai+ bj+ bk, com a, b, c ∈ R, podem ser somadas oefi-
ciente a coeficiente e multiplicadas distributivamente de
maneira análoga às operações nos números complexos.
Assim, utilizando as relações acima, obtemo
x2 = (ai+ bj+ bk)(ai+ bj+ bk) = −(a2 + b2 + c2).
Note então que se o ponto (a, b, c) do espaço tridi-
mensional estiver na esfera unitária de raio 1 centrada
na origem, isto é, se a2 + b2 + c2 = 1, então teremos
x2 = −1, para todo x desta forma. Portanto, a equação
x2 + 1 = 0
possui uma raiz para cad ponto da esfera. Raízes desta
forma podem ser relacionadas por conjugação e uma
classe desta relação é chamada em (JANOVSKÁ D.; OP-
FER, 2010) de raíz esférica.
Um quatérnio é uma combinação linear do tipo
x0 + x1i+ x2 j+ x3k,
onde x0, x1, x2, x3 ∈ R e i, j e k são tais como exposto
acima. Assim, os pontos do espaço tridimensional cor-
respondem aos quatérnios que tem a primeira compo-
nente nul . Representando por H conjunto de todos
os quatérnios, podemos inda assu ir as inclusões na-
turais R ↪→ C ↪→ H, s ndo que na seg nda seta temos a
identificação a+ bi → a+ bi+ 0j+ 0k.
Iniciamos a próxima seção com uma introdução
sobre os quatérnios e algumas de suas propriedades
básicas.
Ciência e Natura 2
1 Introdução
Um fato pouco conhecido é que a clássica equação
quadrática
ax2 + bx+ c = 0, a, b, c ∈ R, com a = 0,
pod dmitir uma quanti ade infinit d raízes. Ivan
Niven 1 verificou iss no trabalho (NIVEN, 1941), n
q al apre entou resolução de equações polino iais
sobre um conjunto contendo pro riamente os números
complexos: os quatérni s de Ha ilton, ou si plesmente
quatérnios. A solução de Niven para o caso da equação
quadrática foi posteriormente detalhada em (HUANG,
2002).
Neste trabalho faremos uma apresentação de parte
de es resultados de maneira mais direta e utilizan o
a resolubili de por radic is, segui do assim a teoria
clássica das equações algébricas. Cremos que isso torna
o assunto mais acessível e interessante ao professor de
matemática do ensino fundamental e médio.
No primeiro resultado (Teorema 1 da Seção 3) apre-
sentamos a versão d fórm la quadrática (fórmula de
Bhaskara) para o caso da equaçã qu drática, admitindo
coeficientes reais e raízes quatérnias.
Na quarta seção abordamos a equação cúbica
x3 + ax2 + bx+ c = 0, com a, b, c ∈ R,
nos quatérnios, para a qual obtivemos os nossos princi-
pais resultados. Lembramos que as raízes da equação
cúbica r duzida
y3 py q = 0
podem ser obtidas utiliz ndo-se a Fórmula de Cardano
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conforme veremos na quarta seção.
Obtivemos a corres ondent Fórmul de Cardano
nos quatérnios (Teorema 3 d Seção 4), es lvendo a
equaçã cúbica com coeficientes reais. N última seção
do trab lho resolvem s parcialmente a equaçã cúbic
com coeficientes quatérnios, que é uma versão mais ge-
ral o probl ma. Vale ress ltar que ainda nã há uma
fórmula resolutiva para a equação cúbica geral nos qua-
té nios. Uma solução pa cial po e ser vista no Lem 5.1
1 O mat mátic Ivan Mort Niven (1915-1999) foi p ofessor da
faculdade de Oregon nos Estados U idos, atuando em teoria dos nú-
meros. Entre 1983 e 1984, foi presidente da Math matical Association
of A erica (MAA), enti ade com objetivo de melhorar o ensino de
matemática nas escolas de ensino fundamental e médio. Portanto,
Niven gostaria do PROFMAT...
de (CHAPMAN, 2014). Um método computacional para
calcular as raízes foi obtido em (JANOVSKÁ D.; OPFER,
2010).
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2 Os quatérnios e suas propriedades
Sir William Rowan Hamilton (1805-1865) descobriu
os quatérnios em meados do século XIX. Seu objetivo era
encontrar uma representação no espaço tridimensional
semelhante à dos números complexos no plano, e que
mantivesse as propriedades algébricas. Especificamente,
a definição do produto de duas triplas deveria respeitar
a lei dos módulos, isto é, |xy| = |x| |y|, para todos x e y.
Inicialmente, Hamilton pensou em uma represen-
tação do tipo x0 + x1i+ x2 j, com x0, x1, x2 ∈ R. Surgiu
então o problema de identificar o produto ij. Suas pri-
meiras tentativas incluíam admitir ij = 1, ij = −1 e
ij = 0, mas em todos os casos não valia a lei dos mó-
dulos. Hamilton resolveu o problema quando definiu
o produto ij = −ji, não comutativo. A partir dessa
suposição chegou finalmente a conclusão de que seria
necessário um terceiro símbolo imaginário k, de natureza
diferente de i e j, respeitando as propriedades
i2 = j2 = k2 = −1, e ij = −ji = k. (1)
Assim, trabalhando em dimensão 4, a lei dos módu-
los é finalmente verificada.
Para a álgebra, a descoberta foi uma contribuição
fundamental, pois tratou-se do primeiro exemplo de
uma estrutura algébrica em que valem todos os axiomas
da definição de corpo, exceto a comutatividade da mul-
tiplicação. Posteriormente, a teoria foi aplicada às mais
diversas áreas.
Formalmente, o conjunto H dos quatérnios consiste
de todas as combinações lineares dos elementos 1, i, j
e k com coeficientes no corpo dos reais, para as quais
valem as relações em (1). Assim,
H = {a0 + a1i+ a2 j+ a3k | a0, a1, a2, a3 ∈ R} .
Um quatérnio puro é um elemento de H em que
a0 = 0 e pelo menos um dos coeficientes a1, a2, a3 não é
zero. Dados dois quatérnios
u = a0 + a1i+ a2 j+ a3k e v = b0 + b1i+ b2 j+ b3k
vejamos como eles podem ser somados e multiplicados.
A adição é definida somando os coeficientes:
u+ v = a0 + b0 + (a1 + b1)i+ (a2 + b2)j+ (a3 + b3)k.
Diretamente verifica-se que a adição é comutativa,
associativa e admite elemento neutro 0 = 0+ 0i+ 0j+ 0k.
O oposto de u = a0+ a1i+ a2 j+ a3k é definido trocando
ai por −ai, onde i ∈ {0, 1, 2, 3}.
A multiplicação é definida de forma distributiva,
através das regras básicas (1) e assumindo a comutativi-
dade dos coeficientes com os símbolos i, j e k. Assim,
uv = c0 + c1i+ c2 j+ c3k, onde
• c0 = a0b0 − a1b1 − a2b2 − a3b3;
• c1 = a0b1 + a1b0 + a2b3 − a3b2;
• c2 = a0b2 − a1b3 + a2b0 + a3b1;
• c3 = a0b3 + a1b2 − a2b1 + a3b0.
A multiplicação é associativa, distributiva (à direita
e à esquerda) em relação à adição e admite elemento
neutro 1 = 1+ 0i+ 0j+ 0k. A verificação é direta, porém
trabalhosa. Cada quatérnio não nulo admite inverso,
que definiremos na sequência. Utilizaremos a frente a
descrição do quadrado
u2 = a02 − a12 − a22 − a32 + 2a0(a1i+ a2 j+ a3k), (2)
que é obtida diretamente da definição da multiplicação.
Vamos agora estudar as propriedades da conjuga-
ção, da norma e do traço de quatérnios.
O conjugado de u é definido como
u = a0 − a1i− a2 j− a3k.
São propriedades imediatas da conjugação: u+ v =
u+ v, uv = vu e u = u, para todos u,v ∈ H.
A norma do quatérnio u é definida como o número
n(u) = uu = uu = a02 + a12 + a22 + a32.
Segue imediatamente que n(u) ≥ 0 e n(u) = 0⇔ u = 0.
A norma também é multiplicativa, isto é,
n(uv) = n(u)n(v), para todos u,v ∈ H.
De fato, n(uv) = (uv)(uv) = (uv)(vu) = u(vv)u =
(uu)(vv) = n(u)n(v).
O traço de u é o número real dado por tr(u) =
u + u = 2a0. Um quatérnio só tem traço nulo se for
igual a zero, ou se for um quatérnio puro. O traço é uma
transformação linear de H em R, isto é, tr(λu+ v) =
λtr(u) + tr(v), para todos u, v ∈ H e λ ∈ R.
Das definições de traço e norma, segue que todo
quatérnio u satisfaz a equação
x2 − tr(u)x+ n(u) = 0, (3)
que nos será particularmente útil neste trabalho.
Para concluir veremos que todo quatérnio não nulo
possui inverso, o que faz de H um anel de divisão. O
inverso do quatérnio não-nulo u é definido como u−1 =
u
n(u)
. Com esta definição tem-se uu−1 = u−1u = 1.
De fato, uu−1 = uu(uu)−1 = uu(u)−1u−1 = 1. Pelas
propriedades da conjugação segue que u−1 = (u)−1.
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então o problema de identificar o produto ij. Suas pri-
meiras tentativas incluíam admitir ij = 1, ij = −1 e
ij = 0, mas em todos os casos não v lia lei dos mó-
dulos. Hamilton resolveu problema quando definiu
o roduto ij = −ji, não comutativo. A partir d ss
supo içã chegou final ente a conclusão de que seri
necessário um terceiro símbolo imaginário k, de natureza
diferente de i e j, respeitando as propriedades
i2 = j2 = k2 = −1, e ij = −ji = k. (1)
Assim, trabalhando em dimensão 4, a lei dos módu-
los é finalmente verificada.
Para a álgebra, a descoberta foi uma contribuição
fundamental, pois tratou-se do pri eiro exemplo de
uma estrutura algébrica em que valem todos os axio as
da definição de corpo, exceto a comutativid e da ul-
tiplicação. Posteriormente, a teoria foi aplicada às mais
diversas áreas.
Formalmente, o conjunto H dos quatérnios consiste
de todas as combinações lineares dos elementos 1, i, j
e k com coefici ntes no corpo dos reais, para as quais
valem as relações em (1). Assim,
H = {a0 + a1i+ a2 j+ a3k | a0, a1, a2, a3 ∈ R} .
Um quatérni puro é um elemento de H em que
a0 = 0 e pelo menos um d s coeficientes a1, a2, a3 não é
zero. Dados dois quatérnios
u = a0 + a1i+ a2 j+ a3k e v = b0 + b1i+ b2 j+ b3k
vejamos como eles podem ser somados e multiplicados.
A adição é definida somando os coeficientes:
u+ v = a0 + b0 + (a1 + b1)i+ (a2 + b2)j+ (a3 + b3)k.
Diret mente verifica-se que a adição é comutativa,
associativa e admite elemento neutro 0 = 0+ 0i+ 0j+ 0k.
O oposto de u = 0+ a1i+ a2 j+ a k é definido trocando
ai por −ai, onde i ∈ {0, 1, 2, 3}.
A multiplicação é definida de forma distributiva,
através das regras básicas (1) e assumindo a comutativi-
dade dos coeficientes com os símbolos i, j e k. Assim,
uv = c0 + c1i+ c2 j+ c3k, onde
• c0 = a0b0 − a1b1 − a2b2 − a3b3;
• c1 = a0b1 + a1b0 + a2b3 − a3b2;
• c2 = a0b2 − a1b3 + a2b0 + a3b1;
• c3 = a0b3 + a1b2 − a2b1 + a3b0.
A multiplicação é associ tiva, distributiva (à direita
e à esquerda) em relação à adição e admite elemento
neutro 1 = 1+ 0i+ 0j+ 0k. A verificação é direta, porém
trabalhosa. Cada quatérnio não nulo admite inverso,
que definiremos na sequência. Utilizaremos a frente a
descrição do quadrado
u2 = a02 − a12 − a22 − a32 + 2a0(a1i+ a2 j+ a3k), (2)
que é obtida diretamente da definição da multiplicação.
V m s agora estudar as propriedades da conjuga-
ção, da norma e do traço de quatérnios.
O conjugado de u é definido como
u = a0 − a1i− a2 j− a3k.
São propriedades imedi tas da conjugação: u+ v =
u+ v, uv = vu e u = u, para todos u,v ∈ H.
A norma do quatérnio u é definida como o número
n(u) = uu = uu = a02 + a12 + a22 + a32.
Segue imediata ente que n(u) ≥ 0 e n(u) = 0⇔ u = 0.
A norma também é multiplicativa, isto é,
n(uv) = n(u)n(v), para todos u,v ∈ H.
De fato, n(uv) = (uv)(uv) = (uv)(vu) = u(vv)u =
(uu)(vv) = n(u)n(v).
O traço de u é o número real dado por tr(u) =
u + u = 2a0. Um quatérnio só tem traço nul se for
igual a zero, ou se for um quatérnio puro. O traço é uma
transformação linear e H em R, isto é, tr(λu+ v) =
λtr(u) + tr(v), para todos u, v ∈ H e λ ∈ R.
Das definições d traço e norma, segue que todo
quatérnio u satisfaz a equação
x2 − tr(u)x+ n(u) = 0, (3)
que nos será particularmente útil neste trabalho.
Para concluir veremos que todo quatérnio não nulo
possui inverso, o que faz de H um anel de divisão. O
inverso do quatérnio não-nulo u é definido como u−1 =
u
n(u)
. Com esta definição tem-se uu−1 = u−1u = 1.
De fato, uu−1 = uu(uu)−1 = uu(u)−1 1. Pelas
propriedades da conjugação segue que u−1 = (u)−1.
3 Fórmulas resolutivas das equações quadrática e cúbica sobre os quatérnios de Hamilton
2 Os quatérnios e suas propriedades
Sir William Rowan Hamilton (1805-1865) descobriu
os quatérnios em meados do século XIX. Seu objetivo era
encontrar uma representação no espaço tridimensional
semelhante à dos números complexos no plano, e que
mantivesse as propriedades algébricas. Especificamente,
a definição do produto de dua triplas deveria respeitar
a lei dos módulos isto é, |xy| = |x| |y|, para todos x e y.
Inicialmente, Hamilton pensou em uma represen-
tação do tipo x0 + x1i+ x2 j, com x0, x1, x2 ∈ R. Surgiu
então o problema de identificar o produto ij. Suas pri-
meiras tentativas incluíam admitir ij = 1, ij = −1 e
ij = 0, mas em todos os casos não valia a lei dos mó-
dulos. Hamilton resolveu o problema quando definiu
o produto ij = −ji, não comutativo. A partir dessa
suposição chegou finalmente a conclusão de que seria
necessário um terceiro símbolo imaginário k, de natureza
diferente de i e j, respeitando as propriedades
i2 = j2 = k2 = −1, e ij = −ji = k. (1)
Assim, trabalhando em dimensão 4, a lei dos módu-
los é finalmente verificada.
Para a álgebra, a descoberta foi uma contribuição
fundamental, pois tratou-se do primeiro exemplo de
uma estrutura algébrica em que valem todos os axiomas
da definição de corpo, exceto a comutatividade da mul-
tiplicação. Posteriormente, a teoria foi aplicada às mais
diversas áreas.
Formalmente, o conjunto H dos quatérnios consiste
de todas as combinações lineares dos elementos 1, i, j
e k com coeficientes no corpo dos reais, para as quais
valem as relações em (1). Assim,
H = {a0 + a1i+ a2 j+ a3k | a0, a1, a2, a3 ∈ R} .
Um quatérnio puro é um elemento de H em que
a0 = 0 e pelo menos um dos coeficientes a1, a2, a3 não é
zero. Dados dois quatérnios
u = a0 + a1i+ a2 j+ a3k e v = b0 + b1i+ b2 j+ b3k
vejamos com eles podem ser somados e multiplicados.
A adição é definida somando os coeficientes:
u+ v = 0 + b0 + (a1 + b1)i+ (a2 + b2)j+ (a3 b3)k.
Diretamente verifica-se que a adição é comutativa,
associativa e admite elemento neutro 0 = 0+ 0i+ 0j+ 0k.
O oposto de u = a0+ a1i+ a2 j+ a3k é definido trocando
ai por −ai, onde i ∈ {0, 1, 2, 3}.
A multiplicação é definida de forma distributiva,
através das regras básicas (1) e assumindo a comutativi-
dade dos coeficientes com os símbolos i, j e k. Assim,
uv = c0 + c1i+ c2 j+ c3k, onde
• c0 a0b0 − a1b1 − a2b2 a3b3;
• c1 a0b1 + a1b0 a2b3 − a3b2;
• c2 a0b2 − a1b3 + a2b0 a3b1;
• c3 = a0b3 + a1b2 − a2b1 + a3b0.
A multiplicação é associativa, distributiva (à direita
e à esquerda) em relação à adição e admite elemento
neutro 1 = 1+ 0i+ 0j+ 0k. A verificação é direta, porém
trabalhosa. Cada quatérnio não nulo admite inverso,
que definiremos na sequência. Utilizaremos a frente a
descrição o quadrado
u2 = a02 − a12 − a22 − a32 + 2a0(a1i+ a2 j+ a3k), (2)
que é obtida diretamente d definição da multiplicação.
Vamos agora estudar as propriedades da conjuga-
ção, da norma e do traço quatérnios.
O conjug o de u é defini o mo
u = a0 − a1i− a2 j− a3k.
São propriedades imediatas da conjugação: u+ v =
u+ v, uv = vu e u = u, para to os u,v ∈ H.
A norm do quatérnio u é definida como o número
n(u) = uu = uu = a02 + a12 + a22 + a32.
Segue imediatamente que n(u) ≥ 0 e n(u) = 0⇔ u = 0.
A norma também é multiplicativa, isto é,
n(uv) = n(u)n(v), para todos u,v ∈ H.
De fato, n(uv) = (uv)(uv) = (uv)(vu) = u(vv)u
(uu)(vv) = n(u)n(v).
O traço de u é o número real dado por tr(u) =
u + u = 2a0. Um quatérnio só tem traço nulo se for
igual a zero, ou se for um quatérnio puro. O traço é uma
transformação linear de H em R, isto é, tr(λu+ v) =
λtr(u) + tr(v), para todos u, v ∈ H e λ ∈ R.
Das definições de traço e norma, segue que todo
q atérnio u satisfaz a equação
x2 − tr(u)x+ n(u) = 0, (3)
que nos será particular ente útil neste trabalho.
Para concluir veremos que todo quatérnio não nulo
possui inverso, o que faz de H um anel de divisão. O
inverso do quatérnio não-nulo u é definido como u−1 =
u
n(u)
. Com est definição tem-s u −1 = u−1u = 1.
De fato, uu−1 = uu(uu)−1 = uu(u)−1u−1 = 1. Pelas
propriedades da conjugação segue que u−1 = (u)−1.
3 Fórmulas resolutivas das equações quadrática e cúbica sobre os quatér ios de Hamilton
2 Os quatérnios e suas propriedades
Sir William Rowan H milton (1805-1865) descobriu
os quatér ios em meados do século XIX. Seu objetivo era
encontrar uma representação no espaço tridimensio al
semelhante à dos números complexo no plano, e que
mantive se as propriedades algébricas. Especificamente,
a definição do produto de duas triplas deveria respeitar
a lei dos módulos, isto é, |xy| = |x| |y|, para todos x e y.
Inicialmente, Hamilton pensou em uma represen-
tação do tipo x0 + x1i+ x2 j, co x0, x1, x2 ∈ R. Surgiu
então o problema e identificar o produto ij. Sua pri-
meiras tentativas incluíam admitir ij = 1, ij = −1 e
ij = 0, mas em todos os casos não valia a lei dos mó-
d los. Hamilton resolveu o problema quando definiu
o produt ij = −ji, não c mutativo. A partir dess
suposição chegou finalmente conclusão que seria
necessário um terceiro símbolo imaginário k, de natureza
diferente de i e j, respeitando as propriedades
i2 = j2 = k2 = −1, e ij = −ji = k. (1)
Assim, trabalhando em dimensão 4, a lei dos módu-
los é finalmente verificada.
Para a álgebra, a descoberta foi uma contribuição
fun amental, pois tratou-se do primeiro exemplo de
uma estrutura algébrica em qu valem todos os axio a
a definição de corpo, exceto a comutatividade da mul-
tiplicação. Posteriormente, a teoria foi aplicada às mais
diversas áreas.
Formalmente, o conjunto H dos quatérnios consiste
de tod as combinações lineares dos elementos 1, i, j
e k com coeficientes no corpo dos reais, para as quais
valem as relações em (1). Assim,
H = {a0 + a1i+ a2 j+ a3k | a0, a1, a2, 3 ∈ R} .
Um quatérnio puro é um elemento de H em que
a0 = 0 e pelo menos um dos coeficientes a1, a2, a3 não é
zero. Dados dois quatérnios
u = a0 + a1i+ a2 j+ a3k e v = b0 + b1i+ b2 j+ b3k
vejamos como eles podem ser somados e multiplicados.
A a ição é definida somando os coeficientes:
u+ v = a0 + b0 + (a1 + b1)i+ (a2 + b2)j+ (a3 + b3)k.
Diretamente verific -se que adição é c mutativa,
associativa e a mite elemento neutro 0 = 0+ 0i+ 0j+ 0k.
O oposto de u = a0+ a1i+ a2 j+ a3k é definido trocando
ai por −ai, onde i ∈ {0, 1, 2, 3}.
A multiplicação é definida de forma distributiva,
através das regras básicas (1) e assumindo a comutativi-
dade dos coeficientes com os sím olos i, j e k. Assim,
uv = c0 + c1i+ c2 j+ c3k, onde
• c0 a0b0 a1b1 − a2b2 − a3b3;
• c1 a0b1 a1b0 + a2b3 − a3b2;
• c2 = a0b2 − a1b3 + a2b0 + a3b1;
• c3 = a0b3 + a1b2 − a2b1 + a3b0.
A multiplicação é associativa, distributiva (à direita
e à esquerda) em relação à adição e ad ite lem nt
neutro 1 = 1+ 0i+ 0j+ 0k. A verificação é direta, porém
trabalhosa. Cada quatérnio não nulo admite inverso,
que definiremos na sequência. Utilizaremos a frente a
descrição do quadrado
u2 = a02 − a12 − a22 − a32 + 2a0(a1i+ a2 j+ a3k), (2)
que é obtida diretamente da definição da multiplicação.
Vamos agora estudar as propriedades da conjuga-
ção, da norma e do traço de quatérnios.
O conjugado de u é definido como
u = a0 − a1i− a2 j− a3k.
São propriedades imediatas da conjugação: u+ v =
u+ v, uv = vu e u u, para todos u,v ∈ H.
A norma do quatérnio u é definida como o número
n(u) = uu = uu = a02 + a12 + a22 + a32.
Segue imediatamente que n(u) ≥ 0 e n(u) = 0⇔ u = 0.
A norma também é multiplicativa, isto é,
n(uv) = n(u)n(v), para todos u,v ∈ H.
De fato, n(uv) = (uv)(uv) = (uv)(vu) = u(vv)u =
(uu)(vv) = n(u)n(v).
O traço de u é o número real dado por tr(u)
u + u = 2 0. Um quatérnio só tem traço nulo se for
igual a zero, ou se for um q atérnio puro. O traço é uma
transformação linear de H em R, isto é, tr(λu+ v) =
λtr(u) + tr(v), para todos u, v ∈ H e λ ∈ R.
Das definições de traço e norma, segue que todo
quatérnio u satisfaz a equação
x2 − tr(u)x+ n(u) = 0, (3)
que nos será particularmente útil neste trabalho.
Para concluir verem s que todo quatérni não nulo
possui inverso, o que faz de H um anel de divisão. O
i verso do quatérnio não-nulo u é definido como u−1 =
u
n(u)
. Com esta definição tem-se uu−1 = u−1u = 1.
De fato, uu−1 = uu(uu)−1 = uu(u)−1u−1 = 1. Pelas
propriedades da conjugação segue que u−1 = (u)−1.
3 Fórmulas resolutivas das equações quadrática e cúbica sobre os quatérnios de Hamil on
2 Os quatérnios e suas r priedades
Sir William Row n Hamilton (1805-1865) d scobriu
os quatérnios em meados do século XIX. Seu obj tivo era
encontr r uma representação no espaço tridimensional
semelhante à dos número complexos no plano, e qu
mantivesse as propriedades algébricas. Esp cificam nte,
definição do produ de duas triplas deveria re peitar
a lei dos módulos, isto é, |xy| = |x| |y|, para todos x y.
Inicialmente, Hamilton pensou em uma represen-
tação do tipo x0 + x1i+ x2 j, c m x0, x1, x2 ∈ R. Surgiu
então o problema de identificar o produto ij. Suas pri-
meiras tentativas incluíam admitir ij = 1, ij = −1 e
ij = 0, m s em todos os casos não v lia lei dos mó-
dulos. Hamilton res lveu problema quan o definiu
o rodut ij = −ji, não comutativo. A partir dess
suposiçã chegou final ente a conclusão de que seri
necessário um terceiro símbolo imaginário k, de natureza
diferente de i e j, respeitando as propriedades
i2 = j2 = k2 = −1, e ij = −ji = k. (1)
Assim, trabalhando em dimensão 4, a lei dos módu-
los é fin lment verificada.
Para a álgebra, a descoberta foi uma contribuição
fundamental, pois tratou-se d pri eiro exempl de
uma estrutura algébrica em que valem todos os axio as
da definição de corpo, exceto a comutativid e da ul-
tiplicação. Po teriormente, a teoria foi aplicada às mais
diversas áreas.
Form lmente, o conjunto H dos quatérnios consiste
de todas as combinações lineares dos elemento 1, i, j
e k com coefici nt s no corpo dos reais, para as quais
valem as relações em (1). Assim,
H = {a0 + a1i+ a2 j+ a3k | a0, a1, a2, a3 ∈ R} .
Um quatérni p ro é um lemento de H em que
a0 = 0 e pelo menos um d coeficientes a1, a2, a3 não é
zero. Dados dois quatérnios
u = a0 + a1i+ a2 j+ a3k e v = b0 + b1i+ b2 j+ b3k
vejamos como eles po em ser somados multiplicados.
A adição é definida somando os coeficientes:
u+ v = a0 + b0 + (a1 + b1)i+ (a2 + b2)j+ (a3 + b3)k.
Diret mente verifica-se qu a adição é comutativa,
associa iva admite elemento neutro 0 = 0+ 0i+ 0j+ 0k.
O oposto de u = a0+ a1i+ a2 j+ a3k é definido trocando
ai por −ai, onde i ∈ {0, 1, 2, 3}.
A multiplicação é definida de forma distributiva,
através das regras bási as (1) e assumindo a comutativi-
dade dos coeficientes om os símbolos i, j e k. Assim,
uv = c0 + c1i+ c2 j+ c3k, onde
0 0 1 2 3
1 1 0 3 − 2
2 2 − 3 + 0 1;
• c3 = a0b3 + a1b2 − a2b1 + a3b0.
A multiplicação é associativa, distributiva (à direi a
e à esquerda) em relação à adição e d ite elemento
neutro 1 = 1+ 0i+ 0j+ 0k. A verificação é direta, porém
trabalhosa. Cada quatérnio não nulo admite inverso,
que definiremos na sequência. Utilizaremos a frente a
descrição do quadr do
u2 = a02 − a12 − a22 − a32 + 2a0(a1i+ a2 j+ a3k), (2)
que é obtida diretamente a definição da multiplicação.
V m s agora estudar as prop iedades da conjuga-
ção, da norma e do traço de quatérnios.
O conjugado de u é definido como
u = a0 − 1i− a2 j− a3k.
São propriedades imediatas da conjugação: u+ v =
u+ v, uv = vu e u u, para to os u,v ∈ H.
A norma do quatérnio u é definid como o número
n(u) = uu = uu = a02 + a12 + a22 + a32.
Segue imediatamente que n(u) ≥ 0 e n(u) = 0⇔ u = 0.
A norma também é multiplicativa, isto é,
n(uv) = n(u)n(v), para todos ,v ∈ H.
De fato, n(uv) = (uv)(uv) = (uv)(vu) = u(vv)u =
(uu)(vv) = n(u)n(v).
O traço de u é o número real dado por tr(u)
u + = 2a0. Um quatérnio só tem traço nul se for
igual a zero, ou se for um quatérnio puro. O traço é uma
transformação linear e H em R, isto é, tr(λu+ v) =
λtr(u) + tr(v), para todos u, v ∈ H e λ ∈ R.
Das definições de traço e norma, segue que todo
quatérnio u satisfaz a equação
x2 − t (u)x+ n(u) = 0, (3)
que nos será particularmente ú il neste trabalho.
Para concluir veremos que todo quatérnio não nulo
possui inverso, o que faz de H um anel de divisão. O
inverso do quatérnio ão-nulo u é definido como u−1 =
u
n(u)
. Com esta definição tem-se uu−1 = u−1u = 1.
De fato, uu−1 = uu( u)−1 = u (u)−1 1. Pelas
propriedades da conjugação segue que u−1 = (u)−1.
3 Fórmulas resolutivas das equações quadrática e cúbica sobre os quatér ios de Hamilton
2 Os quatérnios e suas propri dades
Sir Willia Rowan Hamilton (1805-1865) descobriu
os quatérnios em meados d século XIX. Seu objetivo era
ncontrar uma repres ntaçã no spaço tridimensional
semelhante à d s números co plexos no plano, e que
mantivesse as propriedades lgébricas. Especificamente,
a defin ção o produto de duas triplas deveria resp itar
a lei s módulos, isto é, |xy| = |x| |y| para todos x e y.
Inicialmente, Hamilton pensou em uma represen-
tação do tipo x0 + x1i+ x2 j, com x0, x1, x2 ∈ R. Surgiu
então o problema de identificar o produto ij. Suas pri-
meiras tentativas incluíam admitir ij = 1, ij = −1 e
ij = 0, mas em todos os casos não valia a lei os mó-
dul s. Hamilton resolveu o problema quando definiu
o produto ij = −ji, não comutativo. A partir dessa
suposição chegou final ente a conclusão que seria
nec ssário um terceiro símb lo imaginário k, de natureza
diferente de i e j, respeitando as propriedades
i2 = j2 = k2 = −1, e ij = −ji = k. (1)
Assi , tra alhan o em dimensão 4, a lei dos módu-
los é finalmente verificada.
Para álgebra, descoberta foi uma contribuição
fundamental, pois tr tou-se do primeir exemplo de
uma estrutura algébrica em que valem todos os axiomas
da definiçã d c rpo, exceto a comut tividade da mul-
tiplic ção. Pos ri rmente, a teoria foi aplicada às mais
diversas áreas.
Formalmente, o conju to H dos quatérnios consiste
de t das as ombinações lineares dos elementos 1, i, j
e k com coeficientes no corpo dos reais, para as quais
valem as relações em (1). Assim,
H = {a0 + a1i+ a2 j+ a3k | a0, a1, a2, a3 ∈ R} .
Um quatér io puro é um elemento de H em que
a0 0 e pelo menos um dos coeficie te a1, a2, a3 não é
zero. Dados dois quatérnios
u = a0 + a1i+ a2 j+ a3k e v = b0 + b1i+ b2 j+ b3k
vejamos como eles podem ser somados e multiplicados.
A adição é definida somando os coeficientes:
u+ v a0 + b0 + (a1 + b1)i+ (a2 + b2)j (a3 + b3)k.
Diret mente v rifica-se que a adição é comutativa,
associativa e admite elemento neutro 0 = 0+ 0i+ 0j+ 0k.
O posto de u = a0+ a1i+ a2 j+ a3k é definido trocando
ai por −ai, onde i ∈ {0, 1, 2, 3}.
A multiplicação é definida de forma distributiva,
través das regras básicas (1) e assumindo a comutativi-
dade dos coeficientes com os símbolos i, j e k. Assim,
uv = c0 + c1i+ c2 j+ c3k, onde
• c0 = a0b0 − a1b1 − a2b2 − a3b3;
• c1 = a0b1 + a1b0 + a2b3 − a3b2;
• c2 a0b2 − a1b3 + a2b0 + a3b1;
• c3 = a0b3 + a1b2 − a2b1 + a3b0.
A multiplicação é associativa, distributiva (à direita
à esquerda) em relação à adição e ad it elemento
neutro 1 = 1+ 0i+ 0j+ 0k. A verificação é direta, porém
trabalhosa. Cada quatér io não nulo admite inverso,
que definiremos na sequência. Ut liz remos a frente a
descriçã do qu drado
u2 = a02 − a12 − a22 − a32 + 2a0(a1i+ a2 j+ a3k), (2)
que é obtida diretamente da definição da multiplicação.
Vamos gora stu r as propriedades da conjuga-
ção, da norm do traço de quatér ios.
O conjugado de u é definido como
a0 − a1i− a2 j− a3k.
São pr priedad s imediatas a conjugação: u+ v =
u+ v, uv = vu e u = u, ara odos u,v ∈ H.
A norma do q atérnio u é definida como o número
n(u) = uu = uu = a02 + a12 + a22 + a32.
Segue imediata ente que n(u) ≥ 0 e n(u) = 0⇔ u = 0.
A norm também multiplicativa, isto é,
n(uv) = n(u)n(v), para todos u,v ∈ H.
De fa o, n(uv) = (uv)(uv) = (uv)(vu) = u(vv u =
(uu)(vv) = n(u)n(v).
O traço de u é o número r al d d por tr(u) =
u + u = 2a0. Um q atérnio só tem traço nulo se for
igual a zero, u se for um quatérnio puro. O traço é uma
transformação linear de H m R, isto é, tr(λ + v) =
λtr(u) + t (v), p ra todos u, v ∈ H e λ ∈ R.
Das definições de traço e norma, segue que todo
quatérnio u satisfaz a equação
x2 − tr(u)x+ n(u) = 0, (3)
que nos s á particularmente útil neste trabalho.
Para concluir v remos que todo quatérnio não nulo
possui inverso, o que faz de H um anel de divisão. O
inverso do quatérnio não-nulo u é definido como u−1 =
u
n(u)
. Com esta definição tem-se uu−1 u−1u = 1.
De fato, uu−1 = uu(uu)−1 = u(u)−1u−1 = 1. Pelas
propriedades da conjugação segue que u−1 = (u)−1.
3 Fórmulas resolutivas das quações quadrática e cúbica sobre os quatérnios de Hamilton
2 O quatérni e uas propriedad s
Sir William Rowan Hamilton (1805-1865) descobriu
os quatérnios em me dos do sécul XIX. Seu obj tivo ra
encontrar u a r presentação no espaço tridim nsional
semelhante à dos números complexos no plano, e que
antivesse s propri dades lgébr cas. Espec ficament ,
a definição do pr uto de dua triplas deveria respeitar
a lei dos módulos, ist é, |xy| = |x| |y|, p r todos x e y.
Inicialmente, Hamilton pensou em uma represen-
tação do tipo x0 + x1i+ x2 j, com x0, x1, x2 ∈ R. Surgiu
então o problema de identificar o produto ij. Suas pri-
meiras tentativas incluíam admitir ij = 1, ij = −1 e
ij = 0, mas em todos os casos não valia a lei dos mó-
dulos. Hamilton resolveu o problema quando definiu
o produto ij = −ji, não comutativo. A partir dessa
suposição chegou fi almente a conclusão de que seria
necessário um rc iro símbolo imaginário k, de natureza
diferente de i e j, respeitando as propriedades
i2 = j2 = k2 = −1, e ij = −ji = k. (1)
Assim, trabalhando em dimensã 4, a lei os módu-
los é finalmente verificada.
Pa a álgebra, a descoberta foi ma contribuição
fundamental, pois trato -se do pri eiro exemplo d
uma estrutura algébrica em que valem todos os xio a
d definição de corpo, exceto a c mut tivid de da ul-
tiplicação. Posterior ente, a teoria foi aplicada às mais
diversas áreas.
Formalmente, o conjunto H dos quatérnios consiste
de todas as comb nações lineares dos elementos 1, i, j
e k com coeficientes no corpo dos reais, para as quais
valem as relações em (1). Assim,
H = { 0 + a1i+ a2 j+ a3k | a0, a1, a2, a3 ∈ R} .
Um quatérnio puro é um eleme to de e que
a0 = 0 e pelo menos um dos coeficientes a1, a2, a3 não é
zero. Dados dois quatérnios
u = 0 + a1i+ a2 j+ 3k e v = b0 + b1i+ b2 j+ b3k
vejamos como eles pode ser somados e multiplicados.
A ad ção é definida somando os co fic entes:
u+ v = a0 + b0 + (a1 + b1)i+ (a2 + b2)j+ (a3 + b3)k.
Diretamente verifica-se que a adição é comutativa,
associativa e admite elemento neutro 0 = 0+ 0i+ 0j+ 0k.
O oposto de u = a0+ a1i+ a2 j+ a3k é definido trocando
ai por −ai, onde i ∈ {0, 1, 2, 3}.
ltiplicação é defini a de forma distributiva,
através das regras bási as (1) e assumindo a comutativi-
dade dos coeficientes com os sím olos i, j e k. Assim,
uv = c0 + c1i+ c2 j+ c3k, onde
• c0 = a0b0 − a1b1 − a2b2 − a3b3;
• c1 = a0b1 + a1b0 + a2b3 − a3b2;
• c2 = a0b2 − a1b3 a2b0 + a3b1;
• c3 a0b3 + a1b2 − a2b1 + a3b0.
A multiplicação é associativa, distributiva (à direita
e à esquerda) em relação à adição e admite elemento
neutro 1 = 1+ 0i+ 0j+ 0k. A verificação é direta, porém
trabalhosa. Cada quatérnio não nulo ad ite inverso,
e definirem s na sequência. Utilizare os frente
descrição do qua rado
u2 = a02 − a12 − a22 − a32 + 2a0(a1i+ a2 j+ a3k), (2)
que é obtida diretamente da definição da multiplicação.
Vamos agora estudar as propriedades da conjuga-
ção, da norma e do traço de quatérnios.
O conjugado de é defini como
= a0 − 1i− a2 j− a3k.
ão propriedades i ediatas da conjugação: u+ v =
u+ v, uv = vu e u = u, para todos u,v ∈ H.
A nor a do quatérnio u é definida como o número
) = uu = uu = a02 + 12 + a22 + a32.
S gue i ediatamente que n(u) ≥ 0 e n(u) 0⇔ u = 0.
A norma também é multiplicativa, isto é,
n(uv) = n(u)n(v), para todos u,v ∈ H.
De fat , n uv) = (uv)(uv) = (uv)(vu) = u(vv)u
(uu)(vv) = n(u)n(v).
O traço de u é o número real dado por tr(u) =
u + u = 2a0. Um quatérnio só tem traço nulo se for
igual a zero, ou se for um quatérnio puro. O traço é uma
transformação linear de H em R, isto é, tr(λu+ v) =
λtr(u) + tr(v), para todos u, v ∈ H λ ∈ R.
D s definições d traço e n rma, segue que tod
quatérn o u satisfaz a equação
x2 − tr(u)x+ n(u) = 0, (3)
que nos será partic larmente útil neste trabalho.
Para concluir v remos que todo quatérnio não nulo
possui inverso, o que faz de H m anel de divisão. O
inverso do quatérnio não-nulo u é definido como u−1 =
u
n(u)
. Com esta definição tem-se uu−1 = u−1u = 1.
De fato, uu−1 = uu(uu)−1 = uu(u)−1u−1 = 1. Pelas
propriedades da conjugação segue que u−1 = (u)−1.
3 Fórmulas esolutivas das equações quadrática e cúbica sobre os quatérnios de Hamilton
2 O qu té ni s e sua pro edades
Sir Wi liam Row n Hamilton (1805-1865) d sc briu
os quaté nios em m dos do sécul XIX. Seu obj tiv ra
contrar uma repr sentação no espaço ridimensional
semelhante à dos nú ero co plex s no plano, e qu
antivesse s opriedades lgébric . Especificam nt ,
definição o pr uto de duas triplas deveria re peitar
a lei dos módulos, isto é, |xy| = |x| |y|, para todos x e y.
Inicialmente, Hamilton pensou em uma represen-
taç do tipo x0 + x1i+ x2 j, o x0, x1, x2 ∈ R. Surgiu
então o proble a de identificar o produto ij. Suas pri-
meiras tentativas incluíam ad itir ij = 1, ij = −1 e
ij = 0, mas em todos os casos não v lia lei dos mó-
dulos. Hamilton resolv u problema quan definiu
roduto ij = −ji, não comutativo. A partir d ss
supo içã chegou final ente a conclusão de que s ri
necessário um terc iro símbolo imaginário k, de natureza
difere te d i j, respeit ndo as propriedades
i2 = j2 = k2 = −1, e ij = −ji = k. (1)
As i , trabalhando em dimensã 4, a lei os módu-
los é finalmente verificada.
Para álgebra, a descoberta foi ma co ribuição
funda ental, pois tratou-se do primeir exemplo de
uma estrutura algébrica em que valem odos os axio as
d definição de corpo, exceto a comutativ d e da mul-
tiplicação. Posteriormente, a teoria foi aplicada às mais
diversas áreas.
Formalmente, o conjunto H dos quatérnios consiste
de t das as combinações lineares dos elementos 1, i, j
e k co coefici ntes no corpo dos reais, para as quais
valem as relações em (1). Assim,
H = {a0 + a1i+ a2 j+ a3k | a0, a1, a2, a3 ∈ R} .
Um quatérni puro é um elemento de H em que
a0 = 0 e pelo menos um dos coeficientes a1, a2, a3 não é
zero. Dados doi quatérnios
u = a0 + a1i+ a2 j+ a3k e v = b0 + b1i+ b2 j+ b3k
vejamos como eles podem ser somados e multiplicados.
A adição é definida somando os coeficientes:
u+ v a0 + b0 + (a1 + b1)i+ (a2 + b2)j+ (a3 + b3)k.
Diretamente verific -se que a adição é comutativa,
associa iva e admite elemento neutro 0 = 0+ 0i+ 0j+ 0k.
O oposto de u = a0+ 1i+ a2 j+ a3k é definido trocando
ai por −ai, onde i ∈ {0, 1, 2, 3}.
A multiplicação é defini a de forma distributiva,
através das regras básicas (1) e ssumindo a comutativi-
dade dos coeficientes com os símbolos i, j e k. Assim,
uv = c0 + c1i+ c2 j+ c3k, onde
• c0 a0b0 − a1b1 a2b2 − a3b3;
• c1 = a0b1 + a1b0 + a2b3 − 3b2;
• c2 = a0b2 − a1b3 + a2b0 + 3b1;
• c3 = a0b3 + a1b2 − a2b1 + a3b0.
A multiplicação é associ tiv , distributiva (à direita
e à esquerda) em relação à adição e admite elemento
neutro 1 = 1+ 0i+ 0j+ 0k. A verificação é direta, po ém
trabalhosa. Cad qua érnio nã nulo dmi e inverso,
que efini emos n sequência. Utilizaremos a frente a
descrição do qu drado
u2 = a02 − a12 − a22 − a32 + 2a0(a1i+ a2 j+ a3k), (2)
que é obtida diretamente da definição da multiplicação.
V m s agora est dar as propriedades da conjuga-
ç , da norm e do traço de qu tér ios.
O conjugado de u é definido como
u = a0 − a1i− a2 j− a3k.
São propriedades i edi t s da conjugação: u+ v =
u+ v, uv = vu e u = u, para todos u,v ∈ H.
A norma do quatérnio u é definida como o número
n(u) = uu = uu = a02 + a12 + a22 + a32.
Segue imediata ente que n(u) ≥ 0 e n(u) = 0⇔ = 0.
A norma t mbé é multiplicativa, isto é,
n(uv) = n(u)n(v), para todos u,v ∈ H.
De fato, n(uv) = (uv)(uv) = (uv)(vu) = u(vv)u =
(uu)(vv) = n(u)n(v).
O traço de u é o número real dado por tr(u) =
u + u = 2a0. Um quatérnio só te traço nul se for
igual a zero, ou se fo u quatérnio puro. O traço é uma
transf rmação linear e H m R, i o é, tr(λu+ v) =
λtr(u) + tr(v), para todos u, v ∈ H e λ ∈ R.
Das d finições d tr o e norma, segue que todo
quatérnio u satisfaz a equaçã
x2 − tr(u)x+ n(u) = 0, (3)
q e nos será partic larmente útil nest trabalho
Para concluir veremos que todo quatérnio não nulo
possui inverso, o que faz de H um a el de divisão. O
inverso do quatérnio não-nulo u é definido como u−1 =
n(u)
. Com esta definição tem-se uu−1 = u−1u = 1.
De fato, uu−1 = uu(uu)−1 = uu(u)−1 1 1. Pelas
propriedades da conjugação segue que u−1 = (u)−1.
3 Fór ulas resolutivas das equações quadrática e cúbica sobre os quatérnios de Hamilton
2 Os qu térnio e uas propriedades
Sir William Rowan Hamilton (1805-1865) escobriu
os quatérnios em meados do século XIX. Seu objetivo era
encontrar uma representação no espaço tridimensional
semelhante à dos nú er s co plexos no plano, que
mantivesse as propriedades algébricas. Especificam nte,
a definição d pro uto de duas tri las deveria respeitar
a lei dos módulos, isto é, |xy| = |x| |y|, para todos x e y.
I icialmente, Hamilton pensou em uma represen-
tação do tipo x0 + x1i+ x2 j, com x0, x1, x2 ∈ R. Surgiu
então o problema de identificar o produto ij. Suas pri-
meiras tentativas incluíam admitir ij = 1, ij = −1 e
ij = 0, mas em todos os casos não valia a lei dos mó-
dulos. Hamilton resolveu o problema quando definiu
o produto ij = −ji, não comutativo. A partir dessa
s posição chegou finalmente a conclusã de que seria
necessário m terceiro símbolo imaginário k, de natureza
iferente de i j, respeitando as propriedades
i2 = j2 = k2 = −1, e ij = −ji = k. (1)
Assim, trabalhando em dimensão 4, a lei dos módu-
los é fi almente verific da.
Para a álgebra, a descoberta foi uma contribuição
funda ental, pois trato -se do primeiro exemplo de
uma estrutura algébrica em que valem todos axiomas
a definição d corpo, xceto comutatividade da mul-
tiplicação. Posteriormente, a teoria foi aplicada à mais
divers áre s.
Formalmente, o conjunto H dos quatérnios consiste
de todas as combinações lineares dos elementos 1, i, j
e k com coefici tes no c rp dos reais, para s quais
valem s rel ções em (1). Assim,
H = { 0 a1i a2 j+ a3k | a0, a1, a2, a3 ∈ R} .
Um quatérnio puro é um elemento de H em que
a0 = 0 e pel menos um dos coeficientes a1, a2, a3 nã é
zero. Dados dois quatérnio
u = a0 + a1i+ a2 j+ a3k e v = b0 + b1i b2 j+ b3k
vejamos como eles podem ser somados e multiplicados.
A adição é definida somando os coeficientes:
u+ v = a0 + b0 + (a1 + b1)i+ (a2 + b2)j+ (a3 + b3)k.
Diretamente verifica-se que a adição é comutati a,
associativa e admite elemento neutro 0 = 0+ 0 + 0j+ 0k.
O oposto de u = a0+ a1i+ a2 j+ a3k é definido trocando
ai por −ai, onde i ∈ {0, 1, 2, 3}.
A multiplicação é definida de fo ma distribu iv ,
através das regras bási as (1) e ssumindo a comutativi-
dade dos coeficientes com os sím olos i, j e k. Assim,
uv = c0 + c1i+ c2 j+ c3k, onde
• c0 a0b0 − a1b1 a2b2 a3b3;
• c1 a0b1 + a1b0 a2b3 − a3b2;
• c2 a0b2 − a1b3 + a2b0 a3b1;
• c3 = a0b3 + a1b2 − a2b1 + a3b0.
A multiplicação é associativa, distributiva (à direita
e à esquerda) em relação à adição e admite elemento
neutro 1 = 1+ 0i+ 0j+ 0k. A verificação é direta, porém
trabalhosa. C da quat rnio nã nulo admite inverso,
que definiremos na sequência. Utilizaremos frente a
descrição do quadr do
u2 = a02 − a12 − a22 − a32 + 2a0(a1i+ 2 j+ a3k), (2)
que é obtida diretamente da definição da multiplicação.
Vamos agora estudar as proprie ades da conjuga-
ção, da norma e do traço de quatérnios.
O conjugado de u é definido como
u = a0 − a1i− a2 j− a3k.
São propriedades i ediatas da conjugação: u+ v =
u+ v, uv = vu e u = u, para todos u,v ∈ H.
A norma do quatérnio u é definida como o número
n(u) = u = uu = a02 + 12 + 22 + a32.
Segue imediatamente que n(u) ≥ 0 e n(u) = 0⇔ u = 0.
A norma també é multiplic tiva, isto é,
n(uv) = n(u)n(v), para todos ,v ∈ H.
De fato, n(uv) = (uv)(uv) = (uv)(vu) = u(vv)u
(u )(vv) = n( ) (v).
O traço de u é o número real dado por tr(u) =
u + u = 2a0. Um qua érnio só te traço nulo se for
igual zer , ou se fo um quatér i puro. O traço é uma
transformaçã linear de H em R, isto é, tr(λu+ v) =
λtr(u) + tr(v), para tod s u, v ∈ H λ ∈ R.
Das definições de traço e norma, segue que todo
quatérnio u satisfaz a equação
x2 − tr(u)x+ n( ) = 0, (3)
que nos será p rticular ente útil neste trabalho.
Para concluir veremos que todo q atérnio não nulo
possui inverso, o que faz de H um anel de divisão. O
inverso do quatérnio não-nulo u é definido como −1 =
u
n(u)
. Com esta definição tem-se uu−1 = u−1u = 1.
De fato, uu−1 = uu(uu)−1 = uu(u)−1u−1 = 1. Pelas
propriedades da conjugação segue que u−1 = (u)−1.
3 Fórmulas resolutivas das equações quadrática e cúbica sobre os quatérnios de Hamilton
2 qu térni s e suas propriedades
Sir William R wan Hamilton (1805-1865) descobriu
os quatérnios em meados do sécul XIX. Seu objetivo era
encontrar uma representação no espaço tridimensional
semelhante à dos números complexos no plano, e que
antivesse as propriedades algébricas. Especificamente,
a defi ção do pr uto de duas triplas deveri sp itar
a lei dos módulos ist é, |xy| = |x| |y|, para todos x e y.
Inicial en , Hamilton ensou em ma epres n-
taçã o tipo x0 + x1i+ x2 j, com x0, x1, x2 ∈ R. Surgiu
entã o probl ma de identificar o produto ij. S as pri-
meira t ntativas inclu am ad itir ij = 1, ij = −1 e
ij = 0, mas e todos os casos não valia l i dos mó-
dulos. Hamilton resolveu o problema quando definiu
o produto ij = −ji, não c mutativo. A partir dessa
s posição che ou fin lmente a conclusão de que seria
necessário um terceiro símbolo imaginário k, de natureza
diferente de i e j, espeitand as pr prieda es
i2 = j2 = k2 = −1, e ij = −ji = k. (1)
Assi , trabalh nd m dimensã 4, a lei os módu-
los é finalmente verificada.
Para a álgebra, a descoberta foi ma contribuição
fundamental, pois tratou-se do primeiro exemplo de
uma estrutura algébrica em que valem todos os axiomas
da definição de corpo, exceto a comutatividade da mul-
tiplicação. Posteriorme te, a teoria foi aplicada às mais
iversas áreas.
Formalment , conjunto H dos quatérnios consiste
de t das as combinações linear s dos elementos 1, i, j
e k co coeficie te no corpo dos r ais, para as quais
valem as r laçõe em (1). A si ,
H = {a0 + a1i+ a2 j+ a3k | a0, a1, a2, a3 ∈ R} .
Um quatérnio puro é um elemento de H em que
0 = 0 e pelo menos um dos coeficientes a1, a2, a3 não é
zero. Dados dois quatérnios
u = a0 + a1i+ a2 j+ a3k e v = b0 + b1i+ b2 j+ b3k
vejamos co el s podem ser somados e multiplic dos.
A adição é definida somando os coeficientes:
u+ v = 0 + b0 + (a1 b1)i (a2 + b2)j+ (a3 b3)k.
Diretamente verifica-se que a adição é comutativa,
associativa e admite elemento neutro 0 = 0+ 0i+ 0j+ 0k.
O oposto de u = 0+ 1i+ a2 j+ a3k é defin o ocand
ai po −ai, onde i ∈ {0, 1, 2, 3}.
A multiplicação é definida de forma distributiva,
através das regras básicas (1) e assumindo a comutativi-
dade dos coeficientes com os símbolos i, j e k. Assim,
uv = c0 + c1i+ c2 j+ c3k, onde
• c0 = a0b0 − a1b1 − a2b2 − a3b3;
• c1 = a0b1 + a1b0 + a2b3 − a3b2;
• c2 = a0b2 − a1b3 + a2b0 + a3b1;
• c3 = a0b3 + a1b2 − a2b1 + a3b0.
A multiplic ção é associativ , distributiva (à direita
e à esquerda) em relação à adição e admite elemento
neutro 1 = 1+ 0i+ 0j+ 0k. A verificação é direta, porém
trabalhosa. Cad quatérnio nã nulo ad ite invers ,
que efini emos na sequência. Utilizaremos a frente a
descrição do quadrado
u2 = a02 − a12 − a22 − a32 + 2a0(a1i+ a2 j+ a3k), (2)
que é obtida dir t mente a definição da multiplicação.
Vam s a ora estudar as proprie des da conjuga-
ção, da n rma e do traço quatérnios.
O conjugado de u é definido com
u = a0 − a1i− a2 j− a3k.
São pr prieda es i ediatas da conjugação: u+ v
u+ v, uv vu e u = u, para todos u,v ∈ H.
A norma o quatér io u é definida como o número
n(u) = uu = uu = a02 + a12 + a22 + a32.
Segue imediatamente que n(u) ≥ 0 e n(u) = 0⇔ u = 0.
A norma também é multipl cativa, isto é,
n(uv) = n(u)n(v), para todos u,v ∈ H.
De fato, n(uv) = (uv)( v) = (uv)(vu) = u(vv)u
( )(vv) = n(u)n(v).
O traço de u é o número real dado por tr(u) =
u + u = 2a0. Um quatérnio só tem traço nulo se for
igual a zero, ou se for um quatérnio puro. O traço é uma
transf rmação lin ar de H m R, isto é, tr(λu+ v) =
λtr(u) + tr(v), para todos u, v ∈ H e λ ∈ R.
Das d finições de traço norma, segue que todo
quatérnio u satisfaz a equaçã
x2 − tr(u)x+ n(u) = 0, (3)
que nos será partic lar ent útil neste trabalho.
Para concluir veremos que todo quatérnio não nulo
ossui inver o, o q e faz de H m anel de divisão. O
inverso do quatérnio não-nulo u é definido como u−1 =
u
n(u)
. Com est definição tem-s −1 = u−1u = 1.
De fato, uu−1 = uu(uu)−1 = uu(u)−1u−1 = 1. Pelas
propriedades da conjugação segue que u−1 = (u)−1.
3 Fórmulas resolutivas das equações quadrática e cú ica sobre os quatér i s de Hamilton
2 O quaté nios e suas pr r edad s
Sir William Rowan Hamilt n (1805-1865) descob u
os quatér ios e m ados do século XIX. Seu objetivo era
enco trar uma re r sentaçã no esp ço trid m n ional
semelhante à dos núm ros complexos no plano, e q e
mantivesse as propriedades algé r cas. Especificamente,
a definição do produto d du s triplas deveria r sp it r
a l i dos ódulos, isto é, |xy| = |x| |y|, para todos x e y.
Inicialm nte, Ha ilton pensou em uma represen-
tação do tipo x0 + x1i+ x2 j, com x0, x1, x2 ∈ R. Surgiu
então o problema de identificar o prod to ij. Suas pri-
meiras entativas i c uíam admitir ij = 1, ij = −1 e
ij = 0, as m todos os asos ão valia a lei do mó-
dul . Ha ilton eso veu o problema quando definiu
o produto ij = −ji, não c utat vo. A partir d ssa
suposição chegou fin lmente a conclusão de que seria
necessário um terceiro símbolo imaginário k, de natureza
diferente de i e j, respeitando as propriedades
i2 = j2 = k2 = −1, e ij = −ji = k. (1)
Assim, trabalhando em dimensão 4, a lei dos ódu-
los é finalmente verificada.
P a a álg b a, a d sc b rta foi uma c ntribuição
fundament l, p is tratou- e do primeiro ex mplo de
uma e trutura algébrica em que v lem todos os axiomas
da definição de corpo, exceto a comut tividade da mul-
tiplicação. Posteriormente, a teoria foi aplicada às mais
diversas áreas.
Formalmente, o c njunto H dos quatérnios consiste
de todas as combinações lineares dos elementos 1, i, j
e k com coeficientes no corpo dos reais, para as quais
valem as relaçõ em (1). Assim,
H = {a0 + a1i+ a2 j+ a3k | a0, a1, a2, a3 ∈ R} .
Um quatérnio pu o é um ele ent de H em que
0 = 0 pelo meno u dos coeficientes a1, a2, a3 não é
zero. Dados ois quatérnios
u = a0 + a1i+ a2 j+ 3k e v = b0 + b1i+ b2 j+ b3k
vejamos como eles podem ser somados e mul iplicados.
A a ição é definid somando os coeficientes:
u+ v = a0 + b0 + (a1 + b1)i+ (a2 + b2)j+ (a3 + b3)k.
Diretamente verifica-se que a adição é comut tiva,
ass ciativa e ad it elemento neutro 0 = 0+ 0i+ 0j+ 0k.
O oposto de u = a0+ a1i+ a2 j+ a3k é definido trocando
i por − i, on e i ∈ {0, 1, 2, 3}.
A multiplicação é definida de for a dist ibutiva,
através das regras básicas (1) e ssumindo a comutativi-
dade dos coeficientes com os símbolos i, j e k. Assim,
uv = c0 + c1i+ c2 j+ c3k, onde
• c0 a0b0 − a1b1 − a2b2 − 3b3;
• c1 = a0b1 a1b0 + a2b3 − a3b2;
• c2 a0b2 − a1b3 + a2b0 + a3b1;
• c3 = a0b3 + a1b2 a2b1 + a3b0.
A ultiplic ção é associativa, d stribut v (à di eita
e à esquerd ) m r lação à dição e ite e emento
neutro 1 = 1+ 0i+ 0j+ 0k. A verificação é direta, porém
trabalh sa. Cada q atérnio não nulo admite i verso,
que definiremos na sequência. Utiliz r mos a frente a
descriçã do qua r do
u2 = a02 − a12 − 22 − a32 + 2a0( 1i+ a2 j+ a3k), (2)
que é obtid ireta nte da efinição da ultiplicação.
Vamos agora estud r s pr priedades da conjuga-
ção, da norma e do traço de quatérnios.
O conjugado de é definido como
a0 − a1i− a2 j− a3k.
Sã propr edad s imediatas d co jugação: u+ v =
u+ v, uv = vu e u = , ar odos u,v ∈ H.
A orma do q atérnio u é definida como o número
n(u) = uu = uu = a02 + a12 + a22 + a32.
Segue i ediatamente que n(u) ≥ 0 e n(u) = 0⇔ u = 0.
A orm també é multiplicativ , is o ,
n(uv) = n(u)n(v), para tod s u,v ∈ H.
De fato, n(uv) = (uv)(uv) = (uv)(vu) = u(vv)u =
(uu)(vv) = n(u)n(v).
O tr ço de u é o número real dado por tr( ) =
u + u = 2a0. Um quatérnio só tem traço n lo se for
igual a ze o, ou se for um quatérnio puro. O traço é uma
transformação l near de H em R, isto é, tr(λu+ v) =
λtr(u) + tr(v), para todos u, v ∈ H e λ ∈ R.
Das definições de traço e norma, segue que todo
quatér i u s tisfaz a equação
x2 − tr(u)x+ n(u) = 0, (3)
que n s será particularmente útil neste trabalho.
Para concluir veremos que todo quatérnio não nulo
possui inverso, o que faz de H um anel de divisão. O
inverso do quatérnio não-nulo u é definido como u−1 =
u
n(u)
. Com esta definição tem-se uu−1 = u−1u = 1.
De fato, uu−1 = uu(uu)−1 = uu(u)−1u−1 = 1. Pelas
propriedades da conjugação segue que u−1 = (u)−1.
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2 Os quatérnios e suas propriedades
Sir Willi m Rowan Hamilton (1805-1865) descobriu
os quatérnios em mead do século XIX. Seu objetivo er
e c ntrar uma representação n esp ço t idimensio l
semelhant à d s úmeros co plex no l no, e que
mantivesse as proprieda s algébricas. Especificamente,
a d finição do produto de duas triplas deveria respeitar
a lei dos módulos, i to é, |xy| = |x| |y|, para todos x e y.
Inicial nte, Hamilton pensou em uma repr sen-
tação d tipo x0 + x1i+ x2 j, c m x0, x1, x2 ∈ R. Surgi
entã o probl ma de identificar o pr dut j. S as p i
m i as tentativas incluía admitir ij = 1, ij = −1 e
ij = 0, mas em todos os cas s não valia a l i dos mó-
ulo . Hamilton lveu problema quando definiu
o pr duto ij = −ji, não comutativo. A partir dessa
supo ição chegou finalmente a conclusã de que seria
nec ssário um t rceiro símbol imaginário k, natureza
diferente de i e j, respeitando as propriedades
i2 = j2 = k2 = −1, ij = −ji = k. (1)
Assim, trabalhando em dimensão 4, a lei dos módu-
los é fin lment verificada.
P ra a álg bra, a descoberta foi uma o tribuição
f nda ent l, pois tr tou-se d pri eiro exempl de
uma estrutura algébrica m que valem todos os axio as
da definição de corpo, xc to a comutatividade da l-
tiplicação. Posteri rmente, teoria foi aplicada às mais
diversas áreas.
Formalmente, o conjunto H dos quatérnios consiste
de todas as combinações lineares dos elementos 1, i, j
e k com co ficientes no corpo dos reais, para as quais
v lem s rel ções em (1). As im,
H = {a0 + a1i+ a2 j+ a3k | a0, a1, a2, a3 ∈ R} .
Um qu térnio puro é um elem to de H em que
a0 = 0 e pel menos u dos coeficientes a1, a2, a3 não é
zero. D os dois quatérnios
= a0 + a1i+ a2 j+ a3k e v = b0 + b1i b2 j+ b3k
vejamos como eles po em r somados multiplicados.
A adição é definida somando os coeficientes:
u+ v = 0 + b0 + (a1 + b1)i+ (a2 + b2)j+ (a3 + b3)k.
Diretamente v rifica-se que a adição é comutativa,
ass ciativa e admite elemento neutro 0 = 0+ 0i+ 0j+ 0k.
O o sto de u = a0+ a1i+ a2 j+ a3k é definido trocando
ai por −ai, onde i ∈ {0, 1, 2, 3}.
A multiplicação é definida de fo ma distribu iv ,
através das regras básicas (1) e ssumindo a comutativi-
dade dos coeficientes com os sím olos i, j e k. Assim,
uv = c0 + c1i+ c2 j+ c3k, onde
0 0 1 − 2 3;
1 1 0 3 − 2;
2 2 − 3 + 0 1;
• c3 a0b3 + a1b2 − a2b1 + a3b0.
A ultiplicação é ss ciativa, d stributiva (à dir it
e à esquerda) em relação à adição e d ite lemento
neutro 1 = 1+ 0i+ 0j+ 0k. A verificaçã é ireta, porém
trabalhosa. Cada qu térnio não nulo ad ite inverso,
efiniremos na sequência. Utilizaremos a frente a
descrição o quadrado
u2 = a02 − 12 − a22 − a32 + 2a0(a1i+ a2 j+ a3k), (2)
que é obtida diretamente d definição da ultiplicação.
Vamos agora est dar s propried des da conjuga-
ção, da norma e do traço quatérnios.
O conjug o de é defini mo
u = 0 − a1 − a2 j− a3k.
São propriedad s i ediat s da conjugação: u+ v
u+ v, uv vu e , para to os u,v ∈ H.
A orm do quatérnio u é definid como o número
n(u) = u = = a02 + a12 + a22 + a32.
Segue i ediatamente q e (u) ≥ 0 n(u) 0⇔ u = 0.
A norma també é multiplicativa, isto é,
n( v) = n(u)n(v), para todos ,v ∈ H.
De fato, n(uv) = (uv)(uv) = (uv)(vu) = u(vv)u =
(uu)(vv) = n(u)n(v).
O traço de u é núm ro real dado por tr(u)
u + = 2a0. Um quatérnio só tem traço nulo se for
igual a zero, ou se for u quatérnio puro. O traço é uma
transformação line r de H em R, isto é, tr(λu+ v) =
λtr(u) + tr(v), para todos u, v ∈ H e λ ∈ R.
Das definições de traço e norma, segue que todo
uatérni atisfaz a equação
x2 − tr(u)x+ n(u) = 0, (3)
que nos será particular ente útil neste trabalho.
Para concluir veremos que todo quatérnio não nulo
possui inverso, o q e faz de H m an l e divisão. O
invers do quatérnio ão-nulo u é definido como u−1 =
u
n(u)
. Com esta definição tem-se uu−1 = u−1u = 1.
De fato, uu−1 = uu(uu)−1 = uu(u)−1u 1 = 1. Pelas
propriedades da conjugação segue que u−1 = (u)−1.
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2 Os quatérnios e suas propriedades
Sir William Rowan Hamilton (1805-1865) descobriu
os quatérnios em meados do século XIX. Seu objetivo era
encontrar uma representação no espaço tridimensional
semelhante à dos números complexos no plano, e que
mantivesse as propriedades algébricas. Especificamente,
a definição do produto de duas triplas deveria respeitar
a lei dos módulos, isto é, |xy| = |x| |y|, para todos x e y.
Inicialmente, Hamilton pensou em uma represen-
tação do tipo x0 + x1i+ x2 j, com x0, x1, x2 ∈ R. Surgiu
então o problema de identificar o produto ij. Suas pri-
meiras tentativas incluíam admitir ij = 1, ij = −1 e
ij = 0, mas em todos os casos não valia a lei dos mó-
dulos. Hamilton resolveu o problema quando definiu
o produto ij = −ji, não comutativo. A partir dessa
suposição chegou finalmente a conclusão de que seria
necessário um terceiro símbolo imaginário k, de natureza
diferente de i e j, respeitando as propriedades
i2 = j2 = k2 = −1, e ij = −ji = k. (1)
Assim, trabalhando em dimensão 4, a lei dos módu-
los é finalmente verificada.
Para a álgebra, a descoberta foi uma contribuição
fundamental, pois tratou-se do primeiro exemplo de
uma estrutura algébrica em que valem todos os axiomas
da definição de corpo, exceto a comutatividade da mul-
tiplicação. Posteriormente, a teoria foi aplicada às mais
diversas áreas.
Formalmente, o conjunto H dos quatérnios consiste
de todas as combinações lineares dos elementos 1, i, j
e k com coeficientes no corpo dos reais, para as quais
valem as relações em (1). Assim,
H = {a0 + a1i+ a2 j+ a3k | a0, a1, a2, a3 ∈ R} .
Um quatérnio puro é um elemento de H em que
a0 = 0 e pelo menos um dos coeficientes a1, a2, a3 não é
zero. Dados dois quatérnios
u = a0 + a1i+ a2 j+ a3k e v = b0 + b1i+ b2 j+ b3k
vejamos como eles podem ser somados e multiplicados.
A adição é definida somando os coeficientes:
u+ v = a0 + b0 + (a1 + b1)i+ (a2 + b2)j+ (a3 + b3)k.
Diretamente verifica-se que a adição é comutativa,
associativa e admite elemento neutro 0 = 0+ 0i+ 0j+ 0k.
O oposto de u = a0+ a1i+ a2 j+ a3k é definido trocando
ai por −ai, onde i ∈ {0, 1, 2, 3}.
A multiplicação é definida de forma distributiva,
através das regras básicas (1) e assumindo a comutativi-
dade dos coeficientes com os símbolos i, j e k. Assim,
uv = c0 + c1i+ c2 j+ c3k, onde
• c0 = a0b0 − a1b1 − a2b2 − a3b3;
• c1 = a0b1 + a1b0 + a2b3 − a3b2;
• c2 = a0b2 − a1b3 + a2b0 + a3b1;
• c3 = a0b3 + a1b2 − a2b1 + a3b0.
A multiplicação é associativa, distributiva (à direita
e à esquerda) em relação à adição e admite elemento
neutro 1 = 1+ 0i+ 0j+ 0k. A verificação é direta, porém
trabalhosa. Cada quatérnio não nulo admite inverso,
que definiremos na sequência. Utilizaremos a frente a
descrição do quadrado
u2 = a02 − a12 − a22 − a32 + 2a0(a1i+ a2 j+ a3k), (2)
que é obtida diretamente da definição da multiplicação.
Vamos agora estudar as propriedades da conjuga-
ção, da norma e do traço de quatérnios.
O conjugado de u é definido como
u = a0 − a1i− a2 j− a3k.
São propriedades imediatas da conjugação: u+ v =
u+ v, uv = vu e u = u, para todos u,v ∈ H.
A norma do quatérnio u é definida como o número
n(u) = uu = uu = a02 + a12 + a22 + a32.
Segue imediatamente que n(u) ≥ 0 e n(u) = 0⇔ u = 0.
A norma também é multiplicativa, isto é,
n(uv) = n(u)n(v), para todos u,v ∈ H.
De fato, n(uv) = (uv)(uv) = (uv)(vu) = u(vv)u =
(uu)(vv) = n(u)n(v).
O traço de u é o número real dado por tr(u) =
u + u = 2a0. Um quatérnio só tem traço nulo se for
igual a zero, ou se for um quatérnio puro. O traço é uma
transformação linear de H em R, isto é, tr(λu+ v) =
λtr(u) + tr(v), para todos u, v ∈ H e λ ∈ R.
Das definições de traço e norma, segue que todo
quatérnio u satisfaz a equação
x2 − tr(u)x+ n(u) = 0, (3)
que nos será particularmente útil neste trabalho.
Para concluir veremos que todo quatérnio não nulo
possui inverso, o que faz de H um anel de divisão. O
inverso do quatérnio não-nulo u é definido como u−1 =
u
n(u)
. Com esta definição tem-se uu−1 = u−1u = 1.
De fato, uu−1 = uu(uu)−1 = uu(u)−1u−1 = 1. Pelas
propriedades da conjugação segue que u−1 = (u)−1.
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que é obtida diretamente da definição da multiplicação.
Vamos agora estudar as propriedades da conjuga-
ção, da norma e do traço de quatérnios.
O conjugado de u é definido como
u = a0 − a1i− a2 j− a3k.
São propriedades imediatas da conjugação: u+ v =
u+ v, uv = vu e u = u, para todos u,v ∈ H.
A norma do quatérnio u é definida como o número
n(u) = uu = uu = a02 + a12 + a22 + a32.
Segue imediatamente que n(u) ≥ 0 e n(u) = 0⇔ u = 0.
A norma também é multiplicativa, isto é,
n(uv) = n(u)n(v), para todos u,v ∈ H.
De fato, n(uv) = (uv)(uv) = (uv)(vu) = u(vv)u =
(uu)(vv) = n(u)n(v).
O tr ço de u é o número real dado por tr(u) =
+ u = 2a0. Um quatérnio só tem traço nulo se for
igual a zero, ou s for um quatérnio puro. O traço é uma
transformação linear de H em R, isto é, tr(λu+ v) =
λtr(u) + tr(v), para todos u, v ∈ H e λ ∈ R.
Das definições de traç e norma, segue que todo
quatérnio u satisfaz a equação
x2 − tr(u)x+ n(u) = 0, (3)
que nos será particularmente útil neste trabalho.
Para concluir veremos que todo quatérn o n nulo
pos ui inverso, o que faz de H um anel de divisão. O
inverso do quatérnio não-nulo u é definido como u−1 =
u
n(u)
. Com esta definição tem-se uu−1 = u−1u = 1.
De fato, uu−1 = u (uu)−1 = uu( )−1u−1 = 1. Pelas
propriedades da conjugação segue que u−1 = (u)−1.
3 Fórmulas resolutivas das equações quadrática e cúbica sobre os quatérnios de Hamilton
2 Os quatérnios e suas propriedades
Sir William Rowan Hamilton (1805-1865) descobriu
os quatérnios em meados do século XIX. Seu objetivo era
encontrar uma representação no espaço tridimensional
semelhante à dos números complexos no plano, e que
mantivesse as propriedades algébricas. Especificamente,
a definição do produto de duas triplas deveria respeitar
a lei dos módulos, isto é, |xy| = |x| |y|, para todos x e y.
Inicialmente, Hamilton pensou em uma represen-
tação do tipo x0 + x1i+ x2 j, com x0, x1, x2 ∈ R. Surgiu
então o problema de identificar o produto ij. Suas pri-
meiras tentativas incluíam admitir ij = 1, ij = −1 e
ij = 0, mas em todos os casos não valia a lei dos mó-
dulos. Hamilton resolveu o problema quando definiu
o produto ij = −ji, não comutativo. A partir dessa
suposição chegou finalmente a conclusão de que seria
necessário um terceiro símbolo imaginário k, de natureza
diferente de i e j, respeitando as propriedades
i2 = j2 = k2 = −1, e ij = −ji = k. (1)
Assim, trabalhando em dimensão 4, a lei dos módu-
los é finalmente verificada.
Para a álgebra, a descoberta foi uma contribuição
fundamental, pois tratou-se do primeiro exemplo de
uma estrutura algébrica em que valem todos os axiomas
da definição de corpo, exceto a comutatividade da mul-
tiplicação. Posteriormente, a teoria foi aplicada às mais
diversas áreas.
Formalmente, o conjunto H dos quatérnios consiste
de todas as combinações lineares dos elementos 1, i, j
e k com coeficientes no corpo dos reais, para as quais
valem as relações em (1). Assim,
H = {a0 + a1i+ a2 j+ a3k | a0, a1, a2, a3 ∈ R} .
Um quatérnio puro é um elemento de H em que
a0 = 0 e pelo menos um dos coeficientes a1, a2, a3 não é
zero. Dados dois quatérnios
u = a0 + a1i+ a2 j+ a3k e v = b0 + b1i+ b2 j+ b3k
vejamos como eles podem ser somados e multiplicados.
A adição é definida somando os coeficientes:
u+ v = a0 + b0 + (a1 + b1)i+ (a2 + b2)j+ (a3 + b3)k.
Diretamente verifica-se que a adição é comutativa,
associativa e admite elemento neutro 0 = 0+ 0i+ 0j+ 0k.
O oposto de u = a0+ a1i+ a2 j+ a3k é definido trocando
ai por −ai, onde i ∈ {0, 1, 2, 3}.
A multiplicação é definida de forma distributiva,
através das regras bási as (1) e assumindo a comutativi-
dade dos coeficientes com os símbolos i, j e k. Assim,
uv = c0 + c1i+ c2 j+ c3k, onde
• c0 = a0b − a1b − a2b − a3b ;
• c1 = a0b1 + a1b0 + a2b3 − a3b2;
• c2 = a0b2 − a1b3 + a2b0 + a3b1;
• c3 = a0b3 + a1b2 − a2b1 + a3b0.
A multiplicação é associativa, distributiva (à direita
e à esquerda) em relação à adição e admite elemento
neutro 1 = 1+ 0i+ 0j+ 0k. A verificação é direta, porém
trabalhosa. Cada quatérnio não nulo admite inverso,
que definiremos na sequência. Utilizaremos a frente a
descrição do qu drado
u2 = a02 − 12 − a22 − a32 + 2a0(a1i+ a2 j+ a3k), (2)
que é obtida diretamente da definição da multiplicação.
Vamos agora estudar as propriedades da conjuga-
ção, da norma e do traço de quatérnios.
O conjugado de u é definido como
u = a0 − a1i− a2 j− a3k.
São propriedades imediatas da conjugação: u+ v =
u+ v, uv = vu e u = u, para todos u,v ∈ H.
A norma do q atérnio u é definida como o número
n(u) = uu = u = a02 + a12 + a22 + a32.
Segue imediatamente que n(u) ≥ 0 e n( ) = 0⇔ u = 0.
A norma também é multiplicativ , isto é,
n(uv) = (u)n( , para todos u,v ∈ H.
De fato, n(uv) = (uv)(uv) = (uv)(vu) = u(vv)u
(uu)(vv) = n(u)n(v).
O traço de u é o número real dado por tr(u) =
u + u = 2a0. Um quatérnio só tem traço nulo se for
igual a zero, ou se for um quatérnio puro. O traço é uma
transformação linear de H em R, isto é, tr(λu+ v) =
λtr(u) + tr(v), para todos u, v ∈ H e λ ∈ R.
Das definições de traço e norma, segue que todo
quatérnio u satisfaz a equação
x2 − tr(u)x+ n(u) = 0, (3)
que nos será particularmente útil neste trabalho.
Para concluir veremos que todo quatérnio não nulo
possui inverso, o que faz de H um anel de divisão. O
inverso do quatérnio não-nulo u é d finido como u−1
u
n(u)
. Com esta definição tem-se uu−1 = u−1u = 1.
De fato, uu−1 = uu(uu)−1 = uu(u)−1u−1 = 1. Pelas
propriedades da conjugação segue que u−1 = (u)−1.
3 Fórmulas resolutivas das equações quadrática e cúbica sobre os quatérnios de Hamilton
2 Os quatérnios e suas propriedades
Sir William Rowan Hamilton (1805-1865) descobriu
os quatérnios em meados do século XIX. Seu objetivo era
encontrar uma representação no espaço tridimensional
semelhante à dos números complexos no plano, e que
mantivesse as propriedades algébricas. Especificamente,
a definição do produto de duas triplas deveria respeitar
a lei dos módulos, isto é, |xy| = |x| |y|, para todos x e y.
Inicialmente, Hamilton pensou em uma represen-
tação do tipo x0 + x1i+ x2 j, com x0, x1, x2 ∈ R. Surgiu
então o problema de identificar o produto ij. Suas pri-
meiras tentativas incluíam ad itir ij = 1, ij = −1 e
ij = 0, mas em todos os casos não valia a lei dos mó-
dulos. Hamilton resolveu o problema quando definiu
o produto ij = −ji, não comutativo. A partir dessa
suposição chegou finalmente a conclusão de que seria
necessário um terceiro símbolo imaginário k, de natureza
diferente de i e j, respeitando as propriedades
i2 = j2 = k2 = −1, e ij = −ji = k. (1)
Assim, trabalhando em dimensão 4, a lei dos módu-
los é finalmente verificada.
Para a álgebra, a descoberta foi uma contribuição
fundamental, pois tratou-se do primeiro exemplo de
uma estrutura algébrica em que valem todos os axiomas
da definição de corpo, exceto a comutatividade da mul-
tiplicação. Posteriormente, a teoria foi aplicada às mais
diversas áreas.
Formalmente, o conjunto H dos quatérnios consiste
de todas as combinações lineares dos elementos 1, i, j
e k com coeficientes no corpo dos re is, p ra as quais
valem as relações em (1). Assim,
H = {a0 + a1i+ a2 j+ a3k | a0, a1, a2, a3 ∈ R} .
Um qu térnio puro é um elemento de H em que
a0 = 0 e pelo menos um dos coeficientes a1, a2, a3 não é
zero. Dados dois quatérnios
u = a0 + a1i+ a2 j+ a3k e v = b0 + b1i+ b2 j+ b3k
vejamos como eles podem ser somados e multiplicados.
A adição é definida somando os coeficientes:
u+ v = a0 + b0 + (a1 + b1)i+ ( 2 + b2)j+ (a3 + b3)k.
Diretamente verifica-se que a adição é comutativa,
associativa e admite elemento neutro 0 = 0+ 0i+ 0j+ 0k.
O oposto de u = a0+ a1i+ a2 j+ a3k é definido trocando
ai por −ai, onde i ∈ {0, 1, 2, 3}.
A multiplicação é definida de forma distributiva,
através das regras básicas (1) e assumindo a comutativi-
dade dos coeficientes om os símbolos i, j e k. Assim,
uv = c0 + c1i+ c2 j+ c3k, onde
0 0 − 1 − 2 3;
1 1 + 0 3 − 2;
2 2 − 3 + 0 1;
• c3 a0b3 + a1b2 − a2b1 + a3b0.
A multiplicação é associativa, distributiva (à direita
e à esquerda) em relação à adição e admite elemento
neutro 1 = 1+ 0i+ 0j+ 0k. A verificação é direta, porém
trabalhosa. Cada quatérnio não nulo admite inverso,
definiremos na sequência. Utilizaremos a frente a
descriçã do quadr do
u2 = a02 − a12 − a22 − a32 + 2a0(a1i+ a2 j+ a3k), (2)
que é obtida diretamente da definição da multiplicação.
Vamos agora estudar as propriedades da conjuga-
ção, da norma e do traço de quatérnios.
O conjugado de é efini como
u = a0 − 1i− a2 j− a3k.
São propriedades imediatas da conjugação: u+ v =
u+ v, uv = vu e u = u, para todos u,v ∈ H.
A norma do qua érn o u é definid como o número
n(u) = uu = uu = a02 + a12 + a22 + a32.
Segue imediatamente que n(u) ≥ 0 e n(u) 0⇔ u = 0.
A norma também é m ltiplicativa, isto é,
n(uv) = n(u)n(v), para todos ,v ∈ H.
De fato, n(uv) = (uv)(uv) = (uv)(vu) = u(vv)u =
(uu)(vv) = n(u)n(v).
O traço de u é o número real dado por tr(u) =
u + u = 2a0. Um quatérnio só tem traço nulo se for
igual a zero, ou se for um quatérnio puro. O traço é uma
transformação linear de H em R, isto é, tr(λu+ v) =
λtr(u) + tr(v), para todos u, v ∈ H e λ ∈ R.
Das definições de traço e norma, segue que todo
quatér io u satisfaz a equação
x2 − t (u)x+ n(u) = 0, (3)
que nos será particularmente útil neste trabalho.
Para concluir veremos que todo quatérnio não nulo
poss i inverso, o que faz de H um anel de divisão. O
inverso do q a érnio ão-nulo u é definido como u−1 =
u
n(u)
. Com esta definição tem-se uu−1 = u−1u = 1.
De fato, uu−1 = uu(uu)−1 = uu(u)−1u−1 = 1. Pelas
propriedades da conjugação segue que u−1 = (u)−1.
3 Fórmulas resolutivas das equações quadrática cúbica sobre quatérnios d Hamilton
2 Os quatérnios e suas propriedades
Sir William Rowan Hamilton (1805-1865) descobriu
os quatérni s em meados o século XIX. Seu objetivo ra
encontrar uma representação no espaço tridimensional
semelhante à dos números complexos no plano, e que
mantivesse as propriedades algébricas. Especificamente,
a definição do produto de duas triplas deveria respeitar
a lei dos módulos, isto é, |xy| = |x| |y|, para todos x e y.
Inici l ente, Hamilton ensou em ma represen-
taçã o tipo x0 + x1i+ x2 j, com x0, x1, x2 ∈ R. Surgiu
então pr blema de identific r produto ij. Sua pri-
meiras tentativas incluía ad itir ij = 1, ij = −1 e
ij = 0, mas e todos os cas s não valia a lei dos mó-
dulos. Hamilton resolv u o problema quan o definiu
o produto ij = −ji, não comutativo. A partir dessa
suposição chegou finalmente a conclusão de que seria
necessário um terceiro símbolo imaginário k, de natureza
diferente de i e j, respeitando as propriedades
i2 = j2 = k2 = −1, e ij = −ji = k. (1)
Assim, trabalhando em dimensão 4, a lei dos módu-
los é finalmente verificada.
P ra a álgebra, a d scoberta foi uma contribuição
fundamental, pois tratou-se do primeiro exemplo de
uma estrutura algébrica em que valem todos os axiomas
da definição de corpo, exceto a comutatividade da mul-
tiplicação. Posteriormente, a teoria foi aplicada às mais
diversas áreas.
Formalmente, o conjunto H dos quatérnios consiste
de todas as combinações lineares dos elementos 1, i, j
e k co coeficientes no corpo dos r ais, para as quais
valem as relaçõ s em (1). A si ,
H = {a0 + a1i+ 2 j+ a3k | a0, a1, a2, a3 ∈ R} .
Um quatérnio puro é um elemento de H em que
a0 = 0 e pelo menos um dos coeficientes a1, a2, a3 não é
zero. Dados dois quatérnios
u = a0 + a1i+ a2 j+ a3k e v = b0 + b1i+ b2 j b3k
vejamos co o eles podem ser som os e multiplicados.
A adição é definida somando os coeficientes:
u+ v = a0 + b0 + (a1 + b1)i+ (a2 + b2)j (a3 + b3)k.
Diretamente verifica-se que a adição é comutativa,
associativa e admite elemento neutro 0 = 0+ 0i+ 0j+ 0k.
O oposto de u = a0+ a1i+ a2 j+ a3k é definido trocando
ai por −ai, onde i ∈ {0, 1, 2, 3}.
A multiplicação é definida de forma distributiva,
através das regras básicas (1) e assumindo a comutativi-
dade dos coeficientes om os símbolos i, j e k. Assim,
uv = c0 + c1i+ c2 j+ c3k, onde
• c0 = a0b0 − a1b1 − a2b2 a3b3;
• c1 = a0b1 + a1b0 a2b3 − a3b2;
• c2 = a0b2 − a1b3 + a2b0 a3b1;
• c3 = a0b3 + a1b2 − a2b1 + a3b0.
A multiplic ção é associativa, distributiva (à direita
e à esquerda) em relação à adição e admite elemento
neutro 1 = 1+ 0i+ 0j+ 0k. A verificação é direta, porém
trabalhosa. Cada quatérnio não nulo admite inverso,
que definiremos na sequência. Utilizaremos a frente a
descrição do quadr do
u2 = a02 − a12 − a22 − a32 + 2a0(a1i+ a2 j+ a3k), (2)
que é obtida diretamente da definiçã da multiplicação.
Vamos agora estudar as propriedades da conjuga-
ção, da norma e do traço de quatérnios.
O conjugado de u é definido como
u = a0 − 1i− a2 j− a3k.
São propriedades imediatas da conjugação: u+ v =
u+ v, uv = vu e u = u, para todos u,v ∈ H.
A norma do quatérnio u é definid como o número
n(u) = uu = uu = a02 + a12 + a22 + a32.
Segue imediatamente que n(u) ≥ 0 e n(u) = 0⇔ u = 0.
A norma também é multiplicativa, isto é,
n(uv) = n(u)n(v), para todos ,v ∈ H.
De fato, n(uv) = (uv)(uv) = (uv)(vu) = u(vv)u
(uu)(vv) = n(u)n(v).
O traço de u é o número real dado por tr(u) =
u + u = 2a0. Um quatérnio só tem traço nulo se for
igual a zero, ou se for um quatérnio puro. O traço é uma
transformação linear de H em R, isto é, tr(λu+ v) =
λtr(u) + tr(v), para todos u, v ∈ H e λ ∈ R.
Das definições de traço e norma, segue que todo
quatérnio u satisfaz equação
x2 − t (u)x+ n(u) = 0, (3)
que nos será particularmente útil neste trabalho.
Para concluir veremos que todo quatérnio não nulo
ossui inverso, o que f z de H m anel de divisão. O
inverso do qua érni ão-nulo u é definido como −1 =
u
n(u)
. Com esta definiçã t m-se u−1 = u−1u = 1.
De fato, uu−1 = uu(uu)−1 = uu(u)−1u−1 = 1. Pelas
propriedades da conjugação segue que u−1 = (u)−1.
3 Fórmulas resolutivas das equações quadrática e cúbica sobre os quatérnios de Hamilton
2 Os quatérnios e suas propriedades
Sir William Rowan Hamilton (1805-1865) descobriu
os quatérnios em meados do século XIX. Seu objetivo er
encontr r uma representação no espaço tridimensional
semelhant à dos números complexo no plano, e que
mantivesse as proprieda s algéb icas. Esp cificamente,
a d fi ição do produt de duas triplas deveri respeitar
a lei dos módulos, isto é, |xy| = |x| |y|, para todos x e y.
Inicialmente, Hamilton pensou e uma represen-
tação do tipo x0 + x1i+ x2 j, co x0, x1, x2 ∈ R. Surgiu
então o problema de identificar o produto ij. Suas pri-
meiras tentativas incluíam admitir ij = 1, ij = −1 e
ij = 0, m s em todos os casos não valia a lei dos mó-
dulos. Hamilton resolveu o problema quando definiu
o pr dut ij = −ji, não comutativo. A partir dessa
supo ição chegou finalmente a conclusã de que seria
nec ssário um terceiro símbol imaginá io k, e natureza
diferente de i e j, respeitando as propriedades
i2 = j2 = k2 = −1, ij = −ji = k. (1)
Assim, trabalh ndo em dimensão 4, a lei dos módu-
los é finalmente verificada.
P ra a álgebra, a descoberta foi uma contribuição
f ndamental, pois t atou-se do pri eiro exempl de
uma strutura algébrica em que valem todos os axio as
da definição de corpo, xceto a comutatividade da ul-
tiplicação. Po teriorme te, a teoria foi aplicada às mais
iversas áreas.
Form lmente, o conjunto H dos quatérnios consiste
de todas as combinações lineares dos elementos 1, i, j
e k com co ficient s no corpo dos reais, para as quais
valem as relações em (1). Assim,
H = {a0 + a1i+ a2 j+ a3k | a0, a1, a2, a3 ∈ R} .
Um qu térnio p ro é um lemento de H em que
a0 = 0 e pelo menos um d s coeficientes a1, a2, a3 não é
zero. Dados d is quatérnio
u = a0 + 1i a2 j+ a3k e v = b0 + b1i+ b2 j+ b3k
vejamos como eles podem ser somados e multiplicados.
A adição é definida somando os coeficientes:
u+ v = a0 + b0 + (a1 + b1)i+ (a2 + b2)j+ (a3 + b3)k.
Diretamente v rifica-se qu a adição é comutativa,
ass ciativa e admite elemento neutro 0 = 0+ 0i+ 0j+ 0k.
O oposto de u = a0+ a1i+ a2 j+ a3k é defini o trocando
ai por −ai, onde i ∈ {0, 1, 2, 3}.
A multiplicação é definida de forma distributiva,
através das r gras bá icas (1) e assumindo a comutativi-
dade dos coeficientes com os símbolos i, j e k. Assim,
uv = c0 + c1i+ c2 j+ c3k, onde
• c0 = a0b0 − a1b1 − a2b2 − a3b3;
• c1 = a0b1 + a1b0 + a2b3 − a3b2;
• c2 = a0b2 − a1b3 + a2b0 + a3b1;
• c3 = a0b3 + a1b2 − a2b1 + a3b0.
A multiplicação é ass ciativa, distributiva (à dir ita
e à esquerda) em relação à adição e admite elemento
neutro 1 = 1+ 0i+ 0j+ 0k. A verificação é direta, porém
trabalhosa. Cada quatérnio não nulo admite inverso,
definiremos na seq ência. Utilizaremos a frente a
descrição do quadrado
u2 = a02 − a12 − a22 − a32 + 2a0(a1i+ a2 j+ a3k), (2)
que é obtida diretamente a definição da multiplicação.
Vamos a ora estudar as propriedades da conjuga-
ção, da norma e do traço de quatérnios.
O co jugado de é definido como
u = a0 − a1i− a2 j− a3k.
São proprie a s i ediatas da conjugação: u+ v
u+ v, uv = vu e u = u, para todos u,v ∈ H.
A norma do quatér o u é defini a como o número
n(u) = uu u = a02 + a12 + a22 + a32.
Segue imediatamente q e n(u) ≥ 0 e n( ) 0⇔ u = 0.
A norma também é multiplicativa, isto é,
n(uv) = u n(v), para todos u,v ∈ H.
De fato, n(uv) = (uv)(uv) = (uv)(vu) = u(vv)u
(uu)(vv) = n(u)n(v).
O traço de u é o número real dado por tr(u) =
u + u = 2a0. Um quatérnio só tem t aço nulo se for
igual a zero, ou se for um quatérnio puro. O traço é uma
transformação line r de H em R, isto é, tr(λu+ v) =
λtr(u) + tr(v), para todos u, v ∈ H e λ ∈ R.
Das definições de traço e norma, segue que todo
quatérnio u satisfaz a equação
x2 − tr(u)x+ n(u) = 0, (3)
que nos será particularmente útil neste trabalho.
Para concluir ver mos que todo quatérnio não nulo
possui inverso, o q e faz de H um anel de divisão. O
inverso do quatérnio não-nulo u é definido como u−1 =
u
n(u)
. Com esta definição tem-se uu−1 = u−1u = 1.
De fato, uu−1 = uu( u)−1 = u (u)−1u−1 1. Pelas
propriedades da conjugação segue que u−1 = (u)−1.
3 Fórmulas resolutivas das equações quadrática e cúbica obr o quatérnios de Hamilton
2 Os quatérnios e suas propriedades
Sir William Rowan Hamilton (1805-1865) descobriu
os quatérnios em meados do século XIX. Seu objetivo era
encontrar uma representação no espaço t dimensional
semelhante à dos números co lexos no plano, que
mantivesse as propriedades algébricas. Especificamente,
a definição do produto de duas triplas deveria respeitar
a lei dos módulos, isto é, |xy| = |x| |y|, par to os x e y.
Inicialmente, Hamilton pensou em uma represen-
tação do tipo x0 + x1i+ x2 j, com x0, x1, x2 ∈ R. Surgiu
então o problema de identificar o produto ij. Suas pri-
meiras tentativas incluíam adm tir ij = 1, j = −1 e
ij = 0, mas em todos os casos ão valia a lei dos mó-
dulos. Hamilton re olveu o problema quando definiu
o produto ij = −ji, não comutativo. A partir dessa
suposição chegou finalmente a conclusão de que seria
necessário um terceiro símbolo imaginário k, de natureza
diferente de i e j, respeitando as propriedades
i2 = j2 = k2 = −1, ij = −ji = k. (1)
Assim, trabalhando em dimensão 4, a lei dos ódu-
los é fin lmente verificada.
Para a álgebra, a d scoberta foi uma contribuição
fundamental, pois tratou-s do primeiro exemplo de
uma est utura algébrica em que valem todos os axiomas
da definição de corpo, exceto a comutatividade da mul-
tiplicação. Posteriormente, a teoria foi aplicada às mais
diversas áreas.
Fo m lmente, o conjunto H dos quatérnios consiste
de todas as combinações lineares dos elementos 1, i, j
e k com coeficientes no corpo dos reais, para as quais
valem as relações em (1). Assim,
H = {a0 + a1i+ a2 j+ a3k | a0, a1, a2, a3 ∈ R} .
Um quatérnio puro é um elemento de H em que
a0 0 e pelo menos um dos coeficientes a1, a2, a3 não é
zero. Dados dois quatérnios
u = a0 + a1i+ a2 j+ a3k e v = b0 + b1i+ b2 j+ b3k
vejamos como eles podem ser somados e multiplicados.
A dição é d finida somando os coeficientes:
u+ v = a0 + b0 + (a1 + b1)i+ ( 2 + b2)j+ (a3 + b3)k.
Diretam nte verifica-se que a adição é comutativa,
associativa e admite elemento neutro 0 = 0+ 0i+ 0j+ 0k.
O oposto de u = a0+ a1i+ a2 j+ a3k é definido trocando
ai por −ai, onde i ∈ {0, 1, 2, 3}.
A multiplicação é definida de forma distributiva,
através das regras básicas (1) e ssumindo a comutativi-
dade dos coeficientes com os símbolos i, j e k. Assim,
uv = c0 + c1i+ c2 j+ c3k, onde
• c0 = a0b0 − a1b1 − a2b2 − a3b3;
• c1 = a0b1 a1b0 + a2b3 − a3b2;
• c2 = a0b2 − a1b3 + a2b0 + a3b1;
• c3 = a0b3 + a1b2 − a2b1 + a3b0.
A multiplicação ass ciativa, distributiva (à direita
à squ r a) em relação à adiç e admite elemento
neutr 1 = 1+ 0i+ 0j+ 0k. A verificação é direta, porém
trabalhosa. Cada quatérnio não nulo admite inverso,
que definiremos na sequência. Utilizaremos a frente a
descrição do quadra o
u2 = a02 − a12 − a22 − a32 + 2a0(a1i+ a2 j+ a3k), (2)
que é obtida diretamente da definição da multiplicação.
Vamos agora estudar as propriedades da conjuga-
ção, da norma e o traço de quatérnios.
O conjugado de u é definid como
u = a0 − a1i− a2 j− a3k.
São propriedades imediatas da conjugação: u+ v =
u+ v, uv = vu e = u, para todos u,v ∈ H.
A orma do quatér io u é defi ida como o número
n(u) = uu = uu = a02 + a12 + a22 + a32.
Segue imediatamente que n(u) ≥ 0 e n(u) = 0⇔ u = 0.
A norma também é m ltiplicativa, isto é,
n(uv) n(u)n(v), para todos u,v ∈ H.
De fato, n(uv) = (uv)(uv) = (uv)(vu) = u(vv)u
(uu)(vv) = n(u)n(v).
O traç de u é o número real dado por tr(u) =
u + u = 2a0. Um quatérnio só tem traço nulo se for
igual a zero, ou se for um quatérnio puro. O traço é uma
transformação linear de H em R, isto é, tr(λu+ v) =
λtr(u) + tr(v), para todos u, v ∈ H e λ ∈ R.
Das definições de traço e norma, segue que todo
quatérni u satisfaz a equação
x2 − tr(u)x+ n(u) = 0, (3)
que nos será particularmente útil neste trabalh .
Para concluir veremos que todo quatérnio não nulo
possui inverso, o que faz de H um anel de divisão. O
inverso do quatérnio não-nulo u é definido como u− =
u
n(u)
. Com esta definição tem-se u u−1u = 1.
De fato, uu−1 = uu(uu)−1 = uu(u)−1u−1 = 1. Pelas
propriedades da conjugação segue que u−1 = (u)−1.
3 Fórmulas resol tivas das equações quadrática e cúbica sobre os quatérnios de Ha ilton
2 Os quatér i s e suas pro ri dades
Sir William Row n Hamilton (1805-1865) d scobriu
os quatérni s em me os do sécul XIX. Seu obj tivo ra
ncontrar uma repres ação no espaço tridimensional
semelhante à dos núm ro complex s no plano, e qu
antivesse s ropriedades lgébric s. Especifica nt ,
definição do pr ut de duas triplas deveria re peitar
a lei dos módulos, to é, |xy| = |x| |y|, par odos x e y.
Inicial ente, Hamilton pensou em uma represen-
taç do tip x0 + x1i+ x2 j, com x0, x1, x2 ∈ R. Surgiu
então o problema de identificar o produto ij. Suas pri-
meiras tentativas incluíam dmitir ij = 1, ij = −1 e
ij = 0, m s em todos os casos não v lia lei dos mó-
dulos. Hamilton resolveu o problema quando definiu
o roduto ij = −ji, não comutativo. A partir dess
supo içã chegou final ente a conclusão de que seri
necessário um terceiro símbolo imaginário k, de natureza
diferente de i e j, respeitando as propriedades
i2 = j2 = k2 = −1, e ij = −ji = k. (1)
Assim, trab lh ndo em dimensã 4, a lei dos módu-
los é finalmente ve ificada.
Para a álgebr , a descob rta foi ma contribuição
fundamental, pois trat u-se do pri iro exemplo de
u a estrutura algébrica em que valem todos os axio as
da definição de corpo, exceto a comutativid e da ul-
tiplicação. Posteriormente, a teoria foi apl cada à mais
diversas ár as.
Form lmente, o conjunto H dos quatérnios consiste
de todas s combinações line res dos elemento 1, i, j
e k com coefici nt s no corpo dos reais, para as quais
vale as relações em (1). Assim,
H = {a0 + a1i+ a2 j+ a3k | a0, a1, a2, a3 ∈ R} .
Um quatérni p ro é um lemento de H em que
a0 = 0 e pelo menos um d coeficientes a1, a2, a3 não é
zero. Dad s dois qu térnios
u 0 a1i a2 j a3k e v = b0 + b1i+ b2 j+ b3k
vejamos c mo les pode ser somados e multiplicados.
A adição é definida somando os coeficientes:
u+ v = a0 + b0 + (a1 + b1)i+ (a2 + b2)j+ (a3 + b3)k.
Diret mente verifica-se que a adição é comutativa,
associa iva admite elemento neutro 0 = 0+ 0i+ 0j+ 0k.
O oposto de u = a0+ a1i+ a2 j+ a3k é definido trocando
ai por −ai, onde i ∈ {0, 1, 2, 3}.
A multiplicação é definida de forma distributiva,
através das regras básicas (1) e assumindo a comutativi-
dade dos coeficientes com os símbolos i, j e k. Assim,
uv = c0 + c1i+ c2 j+ c3k, onde
• c0 = a0b0 − a1b1 − a2b2 − a3b3;
• c a0b1 + a1b0 + a2b3 − a3b2;
• c2 = a0b2 − a1b3 + a2b0 + a3b1;
• c3 = a0b3 a1b2 − a2b1 + a3b0.
A multiplicação é associ tiva, distribut va (à direi a
e à esquerda) em relação à adição e ad ite elemento
neutro 1 = 1+ 0i+ 0j+ 0k. A verificação é direta, porém
trabalhosa. Cada quatérnio não nulo admite inverso,
que definiremos na s quência. Utiliz remos a frente a
descrição do quadr do
u2 = a02 − a12 − 22 − a32 + 2a0(a1i+ a2 j+ a3k), (2)
que é obtid dir tamente da definição da multiplicação.
V m s g ra estudar as pr p iedades da conjuga-
ção, da norma e do traço de quatérnios.
O conj gado de u é definido com
u a0 − a1i− 2 j− 3k.
São proprie ades im diatas da conjugaçã : + v =
u+ v, uv = vu e u = u, para tod s u,v ∈ H.
A norma do q atérnio u é definida como o número
n(u) u = u = 02 + a12 + a22 + a32.
Segue imediata ente que n(u) ≥ 0 e n(u) = 0⇔ u 0.
A norma também é multiplica iva, isto é,
n(uv) = n(u)n(v), pa a to os u,v ∈ H.
De fato, n(uv) = (uv)(uv) = (uv)(vu) = u(vv)u =
(u )(vv) = n( )n(v).
O traço de u é número r al dado por tr(u) =
u + u = 2a0. Um quatérnio só tem traço nul se for
igual a zero, ou se fo um quatérnio puro. O traço é uma
transformação linear e H em R, isto é, tr(λu+ v) =
λtr(u) + tr(v), par todos u, v ∈ H λ ∈ R.
Das definições de traço e orm , segue que t do
quatérnio u satisfaz a equação
x2 − tr(u)x+ n(u) = 0, (3)
que nos será partic larmente útil neste trabalh .
Para concluir veremos que todo quatérnio não nulo
possui inverso, o q e faz de H m anel de divisão. O
invers do quatérnio n -nulo u é definido como u−1 =
u
n(u)
. Com esta definição tem-se u 1 −1u = 1.
De fato, uu−1 = uu(uu)−1 = uu(u)−1u−1 1. Pelas
propriedades da conjugação segue que u−1 = (u)−1.
3 Fór ulas resolutivas das equações quadrática e cúbica sobre os quatérnios de Hamilton
2 O quatérnios e suas pro riedades
Sir Willi m Rowan Hamilton (1805-1865) descobriu
os quatérnios em me dos do sécul XIX. Seu obj tivo ra
encontrar uma representação no espaço tridimensional
semelhante à dos números complex s no plano, e que
antivesse s propriedades lgébr cas. Espec ficament ,
a definição do pr uto de dua triplas deveria respeitar
a lei dos módulos, i to é, |xy| = |x| |y|, para todos x e y.
Inicial nte, Hamilton pensou em uma r presen-
taçã do ipo x0 + x1i+ x2 j, com x0, x1, x2 ∈ R. Surgi
entã o problema de identificar o pr duto ij. Suas pri-
meiras tentativas incluíam ad itir ij = 1, ij = −1 e
ij = 0, mas em todos os cas s não valia a lei dos mó-
ulos. Hamilton r solveu o problema qu ndo definiu
o produto ij = −ji, não comutativo. A par ir dessa
s posição chegou fin lm nte a conclusã de que seria
necessário m terce o símbolo im ginário k, d natureza
ifer nte de i j, respeit nd s propriedades
i2 = j2 = k2 = −1, e ij = −ji = k. (1)
Assim, trabalhando em dimensã 4, a lei dos módu-
los é final ente verificada.
Para álgebra, a descoberta foi ma contribuição
fundamental, pois tratou-se do primeiro exemplo de
uma estrutura algébrica em que valem todos os axioma
da definição de corpo, exceto a comutatividade da mul-
tiplicação. Posteriormente, a teoria foi aplicada às mais
diversas áreas.
Formalmente, o conjunt H dos quatérnios consiste
de todas s combinações lineares dos elementos 1, i, j
e k co coeficientes no corpo dos reais, para as quais
valem as relações em (1). Assim,
H = {a0 + a1i+ a2 j+ a3k | a0, a1, a2, a3 ∈ R} .
Um qu térnio puro é um elemento de H em que
a0 = 0 e pelo menos um dos coeficientes a1, a2, a3 não é
zero. Dados dois quatérni s
u = a0 + a1i+ a2 j+ a3k e v = b0 + b1i b2 j k
vejam s co eles podem ser somados e multiplicados.
A ad ção é definida soman o os coeficientes:
u+ v = a0 + b0 + (a1 + b1)i+ (a2 + b2)j (a3 + b3)k.
Diretamente verifica-se que a adição é comutativa,
associativa e admite elemento neutro 0 = 0+ 0i+ 0j+ 0k.
O oposto de u = a0+ a1i+ a2 j+ a3k é definido trocando
ai por −ai, onde i ∈ {0, 1, 2, 3}.
A multiplicação é definida de forma distributiva,
através das regras básicas (1) e assumindo a comutativi-
dade dos coeficientes com os símbolos i, j e k. Assim,
uv = c0 + c1i+ c2 j+ c3k, onde
• c0 a0b0 a1b1 − a2b2 − a3b3;
• c a0b1 a1b0 + a2b3 − a3b2;
• c2 a0b2 − a1b3 a2b0 + a3b1;
• c3 = a0b3 + a1b2 − a2b1 + a3b0.
A multiplicação é associativa, distributiva (à direit
e à esquer a) em relação à adição e ad ite elemento
neutro 1 = 1+ 0i+ 0j+ 0k. A verificação é direta, porém
trabalhosa. C a quat rnio nã nulo admite inverso,
defin remos na s q ência. Utilizaremos a frente a
descrição do qu rado
u2 = a02 − 12 − a22 − a32 + 2 0(a1i+ a2 j+ a3k), (2)
que é obtida diretamente da definição da multiplicação.
Vamos agora estu ar as propriedades da c juga-
ção, da norma e do traço de quatérnios.
O conjugado de u é defini o como
= 0 − a1i− a2 j− a3k.
São propriedades i ediat s da conjugação: u+ v =
u+ v, uv = vu e u = u, para todos u,v ∈ H.
A norma do quatérn o u é definida como o número
n(u) = uu = uu = a02 + a12 + a22 + a32.
Segue imediatamente que n(u) ≥ 0 e n( 0⇔ u = 0.
A norma també é multiplicativ , isto é,
n(uv) = n(u)n( , para todos u,v ∈ H.
De fato, n uv) = (uv)(uv) = (uv)(vu) = u(vv)u =
(uu)(vv) = n(u)n(v).
O traço de u é número real dado por tr(u) =
u + u = 2a0. Um quatérnio só tem traço nulo se for
igual zer , ou se fo u quatérnio puro. O traço é uma
transformaçã linear de H m R, isto é, tr(λu+ v) =
λtr(u) + tr(v), para tod s u, v ∈ H e λ ∈ R.
Da definições de traço e norma, segue que todo
atérnio u satisfaz equação
x2 − tr )x+ n( ) = 0, (3)
que nos será partic larmente útil neste trabalho.
Para concluir veremos que todo quatérnio não nulo
possui inverso, o q e faz de H um anel de divisão. O
invers do quatérnio não-nulo é definido como u−1
u
n(u)
. Com esta definição tem-se u−1 = u−1u = 1.
De fato, uu−1 = uu(uu)−1 = uu(u)−1u−1 = 1. Pelas
propriedades da conjugação segue que u−1 = (u)−1.
3 Fórm l s resolutivas das equações quadrática e cúbica sobre os quatérnios de Ha ilton
2 Os qua érnios e suas propriedad s
Sir Wi liam R w n Hamilton (1805-1865) d scobriu
os quatérnios em meados do século XIX. Seu obj tivo era
contr r uma repr sentação no espaço tridimensional
semelhante à do número co plexos no plano, e qu
mantivesse as propriedades algébric s. Especificam nte,
definição do produt de duas triplas deveria re peitar
a lei dos módulos, isto é, |xy| = |x| |y|, para todos x e y.
Inicial nt , Hamilton pensou em ma represen-
taç o o tipo x0 + x1i+ x2 j, com x0, x1, x2 ∈ R. Surgiu
entã o probl ma de identificar o produto ij. S as pri-
meiras tentativas incluíam ad itir ij = 1, ij = −1 e
ij = 0, m s em todos os cas s não v lia l i dos mó-
dulos. Hami ton resolv u p oblema quan definiu
o rodut ij = −ji, não comutativ . A partir dess
suposiçã chegou final ente a c nclusão de que seri
necessár o m terceir símbolo imaginário k, de natureza
diferente de i e j, res itando as propriedades
i2 = j2 = k2 = −1, ij = −ji = k. (1)
As im, trabalhando em dimensão 4, a lei d s módu-
los é finalmente verificada.
Para a álgebra, a descoberta foi uma co ribuição
funda ental, pois tratou-se do pri eiro exemplo de
uma estrutura algébrica em que valem todos os axio as
da definição de corpo, exceto a comutativid e da ul-
tiplicação. Posteriormente, a teoria foi aplicada às mais
diversas áreas.
Formalmente, o conju t H dos qu térnios consiste
de todas as comb nações lineares dos elemento 1, i, j
e k co coefici t s no corpo dos reais, para as quais
valem as relações em (1). Assim,
H = {a0 + a1i+ a2 j+ a3k | a0, a1, a2, a3 ∈ R} .
Um qu térni p ro é um lemento de H em que
a0 = 0 e pelo menos um do coeficientes a1, a2, a3 não é
zero. Dados dois quatérnios
u = a0 + a1i+ a2 j+ a3k e v = b0 + b1i+ b2 j+ b3k
vejamos co o eles podem ser somados e multiplicados.
A adição é definida somando os coeficientes:
u+ v = a0 + b0 + (a1 + b1)i+ ( 2 + b2)j+ (a3 + b3)k.
Diret mente verifica-se que a adição é comutativa,
associa iva admite elemento neutro 0 = 0+ 0i+ 0j+ 0k.
O oposto de u = a0+ a1i+ a2 j+ a3k é definido trocando
ai por −ai, onde i ∈ {0, 1, 2, 3}.
A multiplicação é definida de forma distributiva,
através das regras básicas (1) e assumindo a comutativi-
dade dos coeficientes com os sím olos i, j e k. Assim,
uv = c0 + c1i+ c2 j+ c3k, onde
• c0 = a0b0 − a1b1 − a2b2 − a3b3;
• c1 = a0b1 + a1b0 + a2b3 − a3b2;
• c2 = a0b2 − a1b3 + a2b0 a3b1;
• c3 a0b3 + a1b2 − a2b1 + a3b0.
A multiplic ção é associ tiva, distribut va (à direi a
e à esquerda) em relação à adição e admite elemento
neutro 1 = 1+ 0i+ 0j+ 0k. A verificaçã é direta, porém
trabalhosa. Cada quatérnio não nulo ad ite inverso,
e efiniremos na sequência. Utilizare os a frente a
descrição do quadrado
u2 = a02 − a12 − a22 − a32 + 2a0(a1i+ a2 j+ a3k), (2)
que é obtida diretamente da definição da multiplicação.
V m s agora estudar as prop iedades da conjuga-
ção, da norma e do traço de quatérnios.
O conjugado de é defini como
= a0 − a1i− a2 j− a3k.
São propriedades i ediatas da conjugação: u+ v =
u+ v, uv = vu e u = u, para todos u,v ∈ H.
A norma do quatérnio u é definida como o número
) = uu = uu = a02 + a12 + a22 + a32.
S gue imediatamente que n(u) ≥ 0 e n(u) 0⇔ u = 0.
A norma também é multiplicativa, isto é,
n(uv) = n(u)n(v), para todos u,v ∈ H.
De f to, n(uv) = (uv)(uv) = (uv)(vu) = u(vv)u =
(uu)(vv) = n(u)n(v).
O traço de u é o número real dado por tr(u) =
u + u = 2a0. Um quatérnio só tem traço nul se for
igual a zero, u se fo u quatérni puro. O traço é uma
transformação linear e H em R, isto é, tr(λu+ v)
λtr(u) + tr(v), para todos u, v ∈ H e λ ∈ R.
Das definições de aço e norma, segue que todo
quatérnio u satisfaz a equação
x2 − tr(u)x+ n(u) = 0, (3)
que nos será particularmente útil nest trabalho.
Para concluir veremos que todo quatérnio não nulo
ossui inverso, o q e faz de H m anel de divisão. O
inverso do quatérnio não-nulo u é definido como u−1 =
u
n(u)
. Com esta definição tem-se uu−1 = u−1u = 1.
De fato, uu−1 = uu( u)−1 = u (u)−1 1 1. Pelas
propriedades da conjugação segue que u−1 = (u)−1.
3 Fórmulas resolutivas das equações quadrática e cúbica sobre os quatérnios de Ha ilton
2 Os quatérnio e suas pr riedad s
Sir William Rowan Hamilton (1805-1865) descobriu
os quatér ios m meados d século XIX. Seu objetivo era
encontrar uma repre entação no espaço tridimen ional
semelhante à dos númer s com l xos no plano, e que
mantivesse as propriedades algébricas. Especificam nte,
a definição do produto d duas triplas dev ria resp itar
a lei dos módulos, isto é, |xy| = |x| |y|, para to os x e y.
Inicialm nte, Ha ilton pensou em uma represen-
tação do tipo x0 + x1i+ x2 j, com x0, x1, x2 ∈ R. Surgiu
então o problem e ident ficar o produto ij. Suas pri-
meira tentati s i cluía admitir ij = 1, ij = −1 e
ij = 0, mas em todos os casos não valia a lei dos mó-
dulos. Hamilton resolveu o problema quando definiu
o produto ij = −ji, não comutativo. A partir dessa
suposição chegou final ente a conclusã e q e seria
ecessário um terceir símbol imaginário k, de natur za
dif rente de i e j, respeitando as propriedades
i2 = j2 = k2 = −1, e ij = −ji = k. (1)
Assim, trabalhando em dimensão 4, a lei dos módu-
los é final ente verificada.
P ra a álg bra, a descoberta foi uma contribuição
funda ental, pois tratou-se do prim iro exemplo de
uma estrutura algébrica em que valem todos os axiomas
da definição de corpo, exceto a comutatividade da mul-
tiplicação. Posteri r ente, a teoria foi aplicada às mais
diversas ár as.
Formal te, o conjunt H dos qu térnios consiste
de todas as combinações lineares dos elementos 1, i, j
e k com coeficientes no corpo dos reais para as quais
vale as relações em (1). Assim,
H = {a0 + a1i+ a2 j+ a3k | a0, a1, a2, a3 ∈ R} .
Um qu térnio puro é um elemento de H em que
a0 = 0 e pelo menos um dos coeficientes a1, a , a3 não é
zero. Dad s dois quatérnios
u = a0 + a1i a2 j a3k e v = b0 + b1i+ b2 j+ b3k
vejamos c mo les pode ser somad s e multiplicados.
A ad ção é defini a somando s coeficientes:
u+ v = a0 + b0 + (a1 + b1)i+ ( 2 + b2)j+ (a3 + b3)k.
Diretamente verifica-se que a adição é comutativa,
associativa e admite elemento neutro 0 = 0+ 0i+ 0j+ 0k.
O oposto de u = a0+ a1i+ a2 j+ a3k é definido trocando
ai por −ai, onde i ∈ {0, 1, 2, 3}.
A multiplicação é definida de forma distributiva,
através das regras básicas (1) e assumindo a comutativi-
dade dos coeficientes com os símbolos i, j e k. Assim,
uv = c0 + c1i+ c2 j+ c3k, onde
• c0 a0b0 a1b1 − a2b2 − a3b3;
• c1 a0b1 a1b0 + a2b3 − a3b2;
• c2 = a0b2 − a1b3 + a2b0 + a3b1;
• c3 a0b3 + a1b2 − a2b1 + a3b0.
A ultiplicação é associativa, di tributiv (à direita
e à esque a) m rel ão à adiç e d ite elemento
neutro 1 = 1+ 0i+ 0j+ 0k. A verificação é direta, porém
trabalhosa. Cada quatérnio não nulo admite inverso,
definirem s na sequê cia. Utilizaremos a frente a
descrição o quadr
u2 = a02 − a12 − a22 − 32 + 2a0(a1i+ a2 j+ a3k), (2)
que é obtid dir tament da efinição da ultiplicaçã .
Vamos agora estudar s propried des da conjuga-
ção da norma e do traço de quatérnios.
O conjug o de é defini como
u = a0 − 1i− 2 j− a3k.
São propriedades imediatas da conj gação: u+ v =
u+ v, uv = vu e u, para todo u,v ∈ H.
A orm do q atérnio u é definida como o número
( ) = uu = = a02 + a12 + a22 + a32.
Segue i ediat mente que n(u) ≥ 0 e n(u) 0⇔ u = 0.
A norma também é multi lica iva, isto é,
n(uv) n(u n( , para todos u,v ∈ H.
De fato, n(uv) = (uv (uv) = (uv)(vu) = u(vv)u =
(uu)(vv) = n( )n(v).
O traço de u é o núm ro real dado por tr(u)
u + u = 2a0. Um quatérnio só tem traço nulo se for
igual a zero, ou se for um quatérnio puro. O traço é uma
transformação linear de H em R, isto é, tr(λu+ v) =
λtr(u) + tr(v), para todos u, v ∈ H e λ ∈ R.
Das definiçõ s de traço e n rm , segue que todo
atérnio u s tisfaz a equaçã
x2 − tr(u)x+ n(u) = 0, (3)
que nos será particularmente útil neste trabalh .
Para concluir veremos que todo quatérnio não nulo
possui inverso, o que faz de H um anel de divisão. O
invers do qu térnio n -nulo u é definido como u−1 =
u
n(u)
. Com esta definição tem-se u u−1u = 1.
De fato, uu−1 = uu(uu)−1 = uu(u)−1u−1 = 1. Pelas
propriedades da conjugação segue que u−1 = (u)−1.
3 Fór l s resolutivas das equações quadrática e cúbica sobre os quatérnios de Hamilton
2 Os quaté n os e suas propriedad s
Sir William Row n H milton (1805-1865) d scobri
os quatérnios meados do século XIX. Seu obj tivo e a
encontr r uma e esentação no espaço tridimensio al
semelhante à dos número c mplexos no pl no, e qu
mantivesse as propriedades algé ric s. Especificam te,
definição do produt de duas triplas deveria re p itar
a lei dos módul s, isto é, |xy| = |x| |y|, para todos x e y.
Inicialmente, Hamilton pensou em uma epresen
taç do tipo x0 + x1i+ x2 j, com x0, x1, x2 ∈ R. Surgiu
então o problema e identificar o produto ij. Suas pri
meiras t ntativas incluíam ad itir ij = 1, ij = −1 e
ij = 0, m s em todos os asos não v lia lei dos mó-
dul s. Hamilton resolve o pr blema quando defin u
o ro ut ij = −ji, não comut tivo. A partir dess
suposiçã chegou final ente a conclusã que seri
necessário um ceiro símbolo imaginário k, e natureza
ferente d i e j, espeitando as p priedades
i2 = j2 = k2 = −1, e ij = −ji = k. (1)
Assi , trabalhand em dimen ão 4, a l i dos ódu-
los é finalmente verificada.
Para a álg bra, a d scoberta foi uma contribuição
fun amental, pois tratou-se do pri eiro exemplo de
uma estrutura algébrica em qu valem todos os axioma
a definição de corpo, exceto a comutativid e da ul-
tiplicação. Posteriormente, teoria foi plicada às mais
diversas áre s.
Form lmente, o conjunto H dos quatérnios consiste
de tod as combinações linear s dos elemento 1, i, j
e k co coefici nt no corpo dos reais, para as quais
valem as relaçõe em (1). A sim,
H {a0 + a1i+ a2 j+ a3k | a0, a1, a2, a3 ∈ R} .
Um quatérni p ro é um lemento de H em que
a0 = 0 e pelo menos um d coeficientes a1, a2, a3 não é
zero. Dados dois quatérnios
u = a0 + a1i+ a2 j+ a3k e v = b0 + b1i+ b2 j+ b3k
vejamos co o eles podem ser som dos e multiplicados.
A adição é efinida somando os coeficientes:
u+ v = a0 + b0 + (a1 + b1)i+ (a2 + b2)j+ (a3 + b3)k.
Diret mente verifica-se que adição é c mut tiva,
ssocia iva a m te elemento neutro 0 = 0+ 0i+ 0j+ 0k.
O oposto de u = a0+ a1i+ a2 j+ a3k é definido trocando
ai por −ai, onde i ∈ {0, 1, 2, 3}.
A multiplicação é definida de forma distributiva,
através das regras básicas (1) e ssumindo a comutativi-
dade dos coeficientes com os sím olos i, j e k. Assim,
uv = c0 + c1i+ c2 j+ c3k, onde
• c0 = a0b0 − a1b1 − a2b2 − a3b3;
• c1 = a0b1 + a1b0 + a2b3 − a3b2;
• c2 = a0b2 − a1b3 + a2b0 + 3b1;
• c3 = a0b3 + a1b2 − a2b1 + a3b0.
A multiplicação é associ tiva, distribut va (à direi a
e à esquerda) em r l ção à adição e admite lem nt
neutro 1 = 1+ 0i+ 0j+ 0k. A v rificação é direta, porém
trabalhosa. Cada qu térnio não nul dmite invers ,
que definiremos na sequência. Utilizaremos a frente a
descrição d quad do
u2 = a02 − a12 − a22 − a32 + 2a0(a1i+ a2 j+ a3k), (2)
que é obtida diretamente d definição da multiplicação.
V m s agora estudar as prop iedades da conjuga-
ção, da n rma e o traço e quatérni s.
O conjugado de u é definido como
u = a0 − a1i− a2 j− a3k.
São propriedades imediatas da conjugação: u+ v =
u+ v, uv = vu e u = u, para todos u,v ∈ H.
A norma do quatérnio u é definida com o número
n(u) = uu = uu = a02 + a12 + a22 + a32.
Segue imediata ente que (u) ≥ 0 e n(u) = 0⇔ u = 0.
A norma também é m ltiplicativa, isto é,
n(uv) = n(u)n(v), para todos u,v ∈ H.
De fato, n(uv) = (uv)(uv) = (uv)(vu) = u(vv)u =
(uu)(vv) = n(u)n(v).
O traç de u é o número real dado por tr(u) =
u + = 2a0. Um quatérnio só tem traço nul se for
igual a zero, ou se fo q atérnio puro. O traç é uma
tra sformação linear e H em R, isto é, tr(λu+ v) =
λtr(u) + tr(v), para todos u, v ∈ H e λ ∈ R.
Das definições de traço e norma, segue que todo
quatérnio u satisfaz a equação
x2 − tr(u)x+ n(u) = 0, (3)
que nos será particularmente útil neste trabalho.
Para conclui verem s que todo quatérnio não nulo
possui inverso, o que faz de H um anel de divisão. O
i verso do quatérnio não-nulo u é definido como u−1 =
u
n(u)
. Com esta definição tem-se uu−1 = u−1u = 1.
De fato, uu−1 = uu( u)−1 = u (u)−1 1 1. Pelas
propriedades da conjugação segue que u−1 = (u)−1.
3 Fór ulas resolutivas a equações quadrática e cúbica sobre os quatérnios de Hamilton
2 O quatérni s e suas pro r edades
Sir William Row n Hamilto (1805-1865) desc bri
os quatérn os em me dos do sécul XIX. Seu obj tivo ra
c ntrar uma representação no es aço tri imensional
semelhante à do números c mplex s no plano, e qu
antivesse s propriedades lgébr cas. Especificament ,
a definição do pr uto de duas triplas deveria respeitar
a lei dos módulos, i to é, |xy| = |x| |y|, para todos x y.
Inicialmente, Hami ton pens u um represen-
tação do tipo x0 + x1i+ x2 j, x0, x1, x2 ∈ R. S rgiu
então p oble a d id ntificar o prod to ij. Suas p i-
meiras tentativas incluíam a m tir ij = 1, ij = −1
ij = 0, mas em todos os c sos não valia a lei dos mó-
dulos. Hamilton resolveu o problema quando defini
o produto ij = −ji, não comutativo. A par ir dessa
s posição chegou fin lmente a conclusã de que seria
necessário m tercei o símbolo im ginário k, de natureza
ifer nte de i j, respeitand s proprieda es
i2 = j2 = k2 = −1, e ij = −ji = k. (1)
Assim, trabalhando em dimensã 4, a lei dos módu-
los é fin lmente verificada.
Para álgebra, d cob rta foi ma co tribuição
funda ent l, pois tr t u-se do primeiro xemplo d
uma estrutura algébrica em que vale todos os xiomas
da definição e corpo, exceto a comutatividade da mul-
tiplicação. Posteriormente, a teoria foi aplicada às mais
diversas áreas.
F rmal ent , o conjunto H dos quatérnios consiste
de todas as combinações lineares dos lementos 1, i, j
e k com coeficientes no c rpo d s reais para as quais
valem as relações m (1). Assim,
H = {a0 + a1i+ a2 j+ a3k | a0, a1, a2, a3 ∈ R} .
Um qu térnio puro é um elemento de H em que
0 = 0 e pel menos um dos coeficientes a1, a , a3 não é
zero. Dados dois quatérnio
u = a0 + 1i a2 j+ 3k e v = b0 + b1i b2 j+ b3k
vejamos como eles po em ser somad s multiplicados.
A adição é definida somando os coeficientes:
u+ v = 0 + b0 + (a1 + b1)i+ ( 2 + b2)j+ (a3 + b3)k.
Diretamente verifica-se que a adição é comutativa,
associativa e admite elemento neutro 0 = 0+ 0i+ 0j+ 0k.
O oposto de u = a0+ a1i+ a2 j+ a3k é definido trocando
ai por −ai, onde i ∈ {0, 1, 2, 3}.
A multiplicação é definida de forma distributiva,
através das regras básic s (1) e assumindo a comutativi-
d de d s coeficientes com os sím olos i, j e k. Assim,
uv = c0 + c1i+ c2 j+ c3k, onde
• c0 a0b0 − a1b1 − a2b2 a3b3;
• c1 a0b1 + 1b0 a2b3 − a3b2;
• c2 a0b2 − a1b3 + a2b0 a3b1;
• c3 a0b3 + a1b2 − a2b1 + 3b0.
A multiplicação é associativa, distributiva (à direita
e à esquerda) em relação à adição e admite elemento
neutro 1 = 1+ 0i+ 0j+ 0k. A verificação é direta, porém
trabalhosa. C a quat rn o não n lo admite inverso,
efiniremos na seq ênci . Utilizaremos a frente a
descrição o quadrado
u2 = a02 − a12 − a22 − a32 + 2a0(a1i+ a2 j+ a3k), (2)
que é obtida diretamente d definição da multiplicação.
Va os gora est dar as propriedades da conjuga-
ção, da norma e do traço de quatérnios.
O conjug o de é defini o como
= a0 − a1i− a2 j− a3k.
São proprieda es i ediatas da conjug ção: u+ v =
u+ v, v = v e u = , para os u,v ∈ H.
A norm do quatér o u é definida como o número
n(u) = uu u = a02 + a12 + a22 + a32.
Seg e imediatamente que n(u) ≥ 0 n(u) 0⇔ = 0.
A norma també é multiplicativa, isto é,
n(uv) = n(u)n(v), para tod s ,v ∈ H.
De fato, n(uv) = (uv)(uv) = (uv)(vu) = u(vv)u
(uu)(vv) = n(u)n(v).
O traço de u é o número real dado por tr(u) =
u + u = 2a0. Um quatérnio só tem traço nulo se for
igual a zero, ou se fo u quatér io puro. O traço é uma
transformaçã linear de H m R, isto é, tr(λu+ v) =
λtr(u) + tr(v), para todos u, v ∈ H e λ ∈ R.
Das definições de traço e norma, segue que todo
atérnio u atisfaz a equação
x2 − tr(u)x+ n( ) = 0, (3)
que nos será partic larmente útil nest trabalho
Pa a concluir veremos que todo quatérnio não nulo
possui inverso, o que faz de H um anel de divisão. O
inverso do quatérnio não-nulo u é definido como u−1 =
u
n(u)
. Com esta definição tem-se uu−1 = u−1u = 1.
De fato, uu−1 = uu(uu)−1 = uu(u)−1u−1 = 1. Pelas
propriedades da conjugação segue que u−1 = (u)−1.
3 Fórmulas resolutivas das equações quadrática e cúbica sobre os quatérnios de Hamilton
2 Os quatérni e suas propriedades
Sir William R wan Hami ton (1805-1865) descobriu
os quatérnios m meados do século XIX. Seu obj tivo era
encontrar u a r presentação no espaço t idimensional
semelhante à dos nú er s c m lexos no lano, e que
antivesse as propri dades algéb icas. Especificamente,
a definição do rod to de uas tri las d v ri resp itar
a lei dos módulos, isto é, |xy| = |x| |y|, par to os x e y.
Inici lm nte, Ha ilton e sou em ma represen-
taçã do t po x0 + x1 + x2 j, com x0, x1, x2 ∈ R. Surgi
entã o roblema de identific r produto ij. Sua pri-
meiras tentativas ncluíam ad itir ij = 1, ij = −1 e
ij = 0, as em todos os casos nã valia a l i dos mó-
ulos. Ha l n resolveu o problem quan definiu
o produto ij = −ji, nã comutativo. A partir essa
suposição chegou finalmente c nclusã de q eria
ecessár o um terceir símbol imaginário k, de natureza
dif ren e de i e j, re peitando as propriedades
i2 = j2 = k2 = −1, e ij = −ji = k. (1)
Assi , trabalhando em dimensão 4, lei os módu-
os é finalmente verificada.
P ra a álg bra, a descob rta foi uma contribuição
fundament l, p is tratou-se o pri ir exemplo de
uma estrutura algébrica em que valem todos ax omas
da d finição de c r o, excet a co utatividade da mul-
tiplic . Po t ri rmen e, teoria foi aplicada às mais
diversas áreas.
Formal e te, o conjunto H dos qu térnios consiste
de todas as combinaçõe lineares dos elemento 1, i, j
e k c coeficie tes no corpo dos r ais, para as quais
valem as relaçõ s em (1). A sim,
H = {a0 + a1 + a2 j+ a3k | a0, a1, a2, a3 ∈ R} .
Um quatérni puro é um elem nt de H em que
a0 = 0 e p lo menos u dos coeficientes a1, a2, a3 não é
ze o. Da os dois qu térnios
u = a0 + a1i+ a2 j+ a3k e v = b0 + b1i+ b2 j b3k
vejamos co o eles pode ser som os e multiplicados.
A d ção é definida somando s coeficientes:
u+ = a0 + b0 + (a1 + b1)i+ ( 2 + b2)j+ (a3 + b3)k.
Diretamente verifica-se que a adição é comutativa,
associativa e admite elemento neutro 0 = 0+ 0i+ 0j+ 0k.
O oposto de u = a0+ a1i+ a2 j+ a3k é defin do trocando
ai por −ai, onde i ∈ {0, 1, 2, 3}.
A multiplicação é definida de forma distributiva,
através das r gras básicas (1) e ssumindo a co utativi-
dade dos coeficientes com os ímbol s i, j k. Assi ,
uv = c0 + c1i+ c2 j+ c3k, ond
• c0 = a0b0 − a1b1 − a2b2 a3b3;
• c1 a0b1 + a1b0 a2b3 − a3b2;
• c = a0b2 − a1b3 + a2b0 a3b1;
• c3 a0b3 + a1b2 − a2b1 + a3b0.
A multiplic ção é associativa, istrib tiva (à dir it
e à esquerda) e relação à diçã e admite elemento
n utro 1 = 1+ 0i+ 0j+ 0k. A verific ção é dir ta, porém
trabalhosa. Cada quatérnio nã n lo admite inverso,
que defin remos n s quê cia. Utilizarem s a frente a
descrição qu drado
u2 = a02 − a12 − a22 − 32 + 2a0(a1i+ a2 j+ a3k), (2)
que é obtida diretamente da efinição da multiplicação.
Va os agora estud r s pr priedades da conjuga-
ção, da nor a e do tr ço de quatérni s.
O conjugado de u é definid c mo
u = a0 − a1i− a2 j− a3k.
São propriedades imediatas d conjugação: + v =
u+ v, uv = vu e u = u, para todos ,v ∈ H.
A rma do quatér io u é defi i a como o número
n(u) = uu = u = a02 + a12 + a22 + a32.
Segue imediatamente que n(u) ≥ 0 e n(u) = 0⇔ u = 0.
A n rma também é m ltiplicati a, ist é,
n(uv) = n(u)n(v), para odos ,v ∈ H.
De fato, n(uv) = (uv)(uv) = (uv)(vu) = u( v)u =
u)(vv) = n(u)n( .
O traço d u é o úmer re l d do por r(u) =
u + u = 2a0. Um quatérnio só tem traç nulo se for
ig al a zero, ou se for um quatérnio pur . O traço é uma
transformação linear de H em R, isto é, tr(λu+ v) =
λtr(u) + tr(v), p ra todos u, v ∈ H e λ ∈ R.
Das definições de traço e norma, segue que t do
q atérnio u sati faz a quação
x2 − tr(u)x+ n = 0, (3)
que nos será partic larmente útil neste trabalho.
Para concluir veremos que todo quatérnio não nulo
ossui inverso, o q e f z de H m nel de divisão. O
inve so do quatérnio ão-nulo u é definido como u−1 =
u
n(u)
. Com esta definição tem-se u = −1u = 1.
De fato, uu−1 = uu(uu)−1 = uu(u)−1u 1 1. Pelas
propriedades da conjugação seg e q e u−1 = (u)−1.
3 Fórmulas resolutivas das equações quadrática e cúbica sobre os quatérnios de Hamilton
2 Os quatérnios e suas propriedades
Sir William Rowan Hamilton (1805-1865) descobriu
os quatérnios em meados do século XIX. Seu objetivo era
encontrar uma representação no espaço tridimensional
semelhante à dos números co plex s no plano, e que
mantivesse as prop ied es algébricas. Especificamente,
a definição do produto de duas triplas deveria respeitar
a lei dos módulos, isto é, |xy| = |x| |y|, para todos x e y.
Inicialmente, Hamilton p nsou em uma represen-
tação do tipo x0 + x1i+ x2 j, com x0, x1, x2 ∈ R. Surgiu
então o problema de identificar o produto ij. Suas pri-
meiras tent tivas incluíam admitir ij = 1, ij = −1 e
ij = 0, mas em todos os casos não valia a lei dos mó-
dulos. Hamilton resolveu o problema quando definiu
o produto ij = −ji, não comutativo. A partir dessa
suposição chegou finalmente a conclusão de que seria
necessário um terceiro símbolo imaginário k, de natureza
diferente de i e j, respeitando as propriedades
i2 = j2 = k2 = −1, e ij = −ji = k. (1)
Assim, trabalhando em dimensão 4, a lei dos módu-
los é finalmente verificada.
Para a álgebra, a descoberta foi uma contribuição
fundamental, pois tratou-se do primeiro exemplo de
uma estrutura algébrica em que valem todos os axiomas
da definição de corpo, exceto a comutatividade da mul-
tiplicação. Posteriormente, a teoria foi aplicada às mais
diversas áreas.
Formalmente, o conjunto H dos quatérnios consiste
de todas as combinações lineares dos elementos 1, i, j
e k com coeficientes no corpo dos reais, para as quais
valem as relações em (1). Assim,
H = {a0 + a1i+ a2 j+ a3k | a0, a1, a2, a3 ∈ R} .
Um qu térnio pur é um eleme t de H e que
a0 = 0 e pelo menos um dos coeficientes a1, a2, a3 não é
zero. Dados dois quatérnios
u = a0 + a1i+ a2 j 3k e v = b0 + b1i+ b2 j+ b3k
vejamos como eles podem ser somados e multiplicados.
A adição é definida so ando os coefici ntes:
u+ v = a0 + 0 (a1 + 1)i (a2 + b2)j+ (a3 + b3)k.
Diretamente v rifica-se que a adição é comutativa,
associativa e admite elemento neutro 0 = 0+ 0i+ 0j+ 0k.
O oposto de u = a0 a1i j+ a3k é definido trocando
ai por −ai, onde i ∈ {0, 1, , 3}.
A ultiplic ção é definida de f rma distributiva
através das regras básicas (1) e assumindo a comutativi-
dade dos coeficientes com os símbolos i, j e k. Assim,
uv = c0 + c1i+ c2 j+ c3k, onde
• c0 = a0b0 − a1b1 − a2b2 − a3b3;
• c1 = a0b1 + a1b0 + a2b3 − a3b2;
• c2 = a0b2 − a1b3 + a2b0 + a3b1;
• c3 = a0b3 + a1b2 − a2b1 + a3b0.
A multiplicação é associativa, distributiva (à direita
e à esquerda) em relação à adição e admite elemento
neutro 1 = 1+ 0i+ 0j+ 0k. A verificação é direta, porém
trabalhosa. Cada quatérnio não nulo admite inverso,
que definiremos na sequência. Utilizaremos a frente a
descrição do quadrado
u2 = a02 − a12 − a22 − a32 + 2a0(a1i+ a2 j+ a3k), (2)
que é obtida diretamente da definição da multiplicação.
Vamos agora estudar as proprie a es da conjuga-
ção, da norma e do traço de quatérnios.
O conjugado de u é definido como
u = a0 − a1i− a2 j− a3k.
São propriedades imediatas da conjugação: u+ v =
u+ v, uv = vu e u = u, para todos u,v ∈ H.
A norma do quatérnio u é definida como o número
n(u) = uu = uu = a02 + a12 + a22 + a32.
Segue imediatamente que n(u) ≥ 0 e n(u) = 0⇔ u = 0.
A norma também é multiplicativa, isto é,
n(uv) = n(u) (v), para to os u,v ∈ H.
De fato, n(uv) = (uv)(uv) = (uv)(vu) u(vv)u =
(uu)(vv) = n(u)n(v).
O tr ço de u é o número real dado por tr(u) =
u + u = 2a0. Um quatérnio só tem traço nulo se for
igual a zero, ou se for um quatérnio puro. O traço é uma
transformação linear de H em R, isto é, tr(λu+ v) =
λtr(u) + tr(v), para todos u, v ∈ H e λ ∈ R.
Das definições de traço e norma, segue que todo
quatérnio u satisfaz a equação
x2 − tr(u)x+ n(u) = 0, (3)
que nos será particularmente útil neste trabalho.
Para concluir veremos que todo quatérnio não nulo
possui inverso, o que faz de H um anel de divisão. O
inverso do quatérnio não-nulo u é definido como u−1 =
u
n(u)
. Com esta definição tem-se uu−1 = u−1u = 1.
De fato, uu−1 = uu(uu)−1 = uu(u)−1u−1 = 1. Pelas
propriedades da conjugação segue que u−1 = (u)−1.
3 Fórmulas resolutivas das equações quadrática e cúbica sobre os quatérnios de Hamilton
2 Os q atérnios e suas propried d s
Sir William Rowan Hamilton (1805-1865) descobriu
os quatérnios em meados do século XIX. Seu objetivo er
encontrar uma representação no espaço tridimensional
semelhant à dos números complexo no lano, e que
mantivesse as proprieda s algébricas. Especificamente,
a d finição do produto de duas triplas deveria respeitar
a lei dos módulos, isto é, |xy| = |x| |y|, para todos x e y.
Inicialmente, Hamilton pensou em uma represen-
tação d tipo x0 + x1i+ x2 j, com x0, x1, x2 ∈ R. Surgiu
então o problema de identificar o produto ij. Suas pri-
meiras tentativas incluíam admitir ij = 1, ij = −1 e
ij = 0, mas em todos os casos não valia a lei dos mó-
dulos. Hamilton resolveu o problema quando definiu
o pr dut ij = −ji, não comutativo. A partir dessa
supo ição chegou finalmente a conclusã de que seria
nec ssário um t rceiro símbol imaginário k, natureza
diferente de i e j, respeitando as propriedades
i2 = j2 = k2 = −1, e ij = −ji = k. (1)
Assim, trabalhando em dimensão 4, a lei dos módu-
los é finalmente verificada.
P ra a álgebra, a descoberta foi uma contribuição
f ndamental, pois tratou-se do pri eiro exempl de
uma strutura algébrica m que valem todos os axio as
da definição de corpo, xc to comutatividade da ul-
tiplicação. Posteriormente, a teoria foi aplicada às mais
diversas áreas.
Formal ente, o conjunto H dos quatérnios consiste
de todas as combinações lineares dos elementos 1, i, j
e k com co ficientes no corpo dos reais, para as quais
valem as relações em (1). Assim,
H = {a0 + a1i+ a2 j+ a3k | a0, a1, a2, a3 ∈ R} .
Um quatérnio p ro é um elem to de H em que
a0 = 0 e pelo menos um dos coeficientes a1, a2, a3 não é
zero. Da o dois quatérnios
u = a0 + a1i+ a2 j+ a3k e v = b0 + b1i+ b2 j+ b3k
vejamos como el s pode ser omad e multiplic dos.
A adição é definida so ando os coeficientes:
u+ v = a0 + b0 + (a1 + b1)i+ (a2 + b2)j+ (a3 + b3)k.
Diretamente v rifi a-se qu a adição é comutativa,
ass ciativa e admite elemento neutro 0 = 0+ 0i+ 0j+ 0k.
O o sto de u = 0+ a1i+ a j+ a3k é definido trocando
ai por −ai, onde i ∈ {0, 1, 2, 3}.
l é definida de fo ma distributiva,
através das r gras básicas (1) e assumindo a comutativi-
dade dos coeficientes com os símbolos i, j e k. Assim,
uv = c0 + c1i+ c2 j+ c3k, onde
• c0 = a0b0 − a1b1 − a2b2 − a3b3;
• c1 = a0b1 + a1b0 + a2b3 − a3b2;
• c2 = a0b2 − a1b3 + a2b0 + a3b1;
• c3 = a0b3 + a1b2 − a2b1 + a3b0.
A multiplicação é ass ciativa, distributiva (à dir ita
e à esquerda) em relação à adição e admite lemento
neutro 1 = 1+ 0i+ 0j+ 0k. A verificaçã é direta, porém
trabalhosa. Cada quatérnio não nulo ad ite inverso,
que definiremos na sequência. Utilizaremos a frente a
descrição do quadrado
u2 = a02 − a12 − a22 − a32 + 2a0(a1i+ a2 j+ a3k), (2)
que é obtida diretamente da definição da multiplicação.
Vamos agora estudar as propriedades da conjuga-
ção, da norma e do traço de quatérnios.
O conjugado de u é definido como
u = a0 − a1i− a2 j− a3k.
São propriedad s imediatas da conjugação: u+ v =
u+ v, uv = vu e u = u, para todos u,v ∈ H.
A norma do quatérnio u é definida como o número
n(u) = uu = uu = a02 + a12 + a22 + a32.
Segue i ediatamente q e n(u) ≥ 0 e n(u) = 0⇔ u = 0.
A norma também é multiplicativa, isto é,
n(uv) = n(u)n(v), para todos u,v ∈ H.
De fato, n(uv) = (uv)(uv) = (uv)(vu) = u(vv)u =
(uu)(vv) = n(u)n(v).
O traço de u é o número real dado por tr(u) =
u + u = 2a0. Um quatérnio só tem traço nulo se for
igual a zero, ou se for um quatérnio puro. O traço é uma
transformação line r de H em R, isto é, tr(λu+ v) =
λtr(u) + tr(v), para todos u, v ∈ H e λ ∈ R.
Das definições de traço e norma, segue que todo
quatérnio u satisfaz a equação
x2 − tr(u)x+ n(u) = 0, (3)
que nos será particularmente útil neste trabalho.
Para concluir ver mos que todo quatérnio não nulo
possui inverso, o que faz de H um anel e divisão. O
inverso do quatérnio não-nulo u é definido como u−1 =
u
n(u)
. Com esta definição tem-se uu−1 = u−1u = 1.
De fato, uu−1 = uu(uu)−1 = uu(u)−1u−1 = 1. Pelas
propriedades da conjugação segue que u−1 = (u)−1.
3 Fórmulas resolutivas das equações quadrática e cúbica sobre os quatérnios de Hamilton
2 Os quatérnios e suas propriedades
Sir William Rowan Hamilton (1805-1865) descobriu
os quatérnios em meados do século XIX. Seu objetivo era
encontrar uma representação no espaço tridimensional
semelhante à dos números complexos no plano, e que
mantivesse s proprieda algébricas. Especificamente,
a definição do produto de duas triplas d veria r speitar
a lei dos módulos, isto é, |xy| = |x| |y|, para todos y.
Inicialmente, Hamilton pensou em uma represen-
tação do tipo x0 + x1i+ x2 j, com x0, x1, x2 ∈ R. Surgiu
então o problema de identificar o produto ij. Suas pri-
meiras tent tivas incluíam admitir ij = 1, ij = −1 e
ij = 0, mas em todos os casos não valia a lei d mó-
dulos. Hamilton resolveu problema quando definiu
o produto ij = −ji, não comutativo. A partir dessa
suposição chegou finalmente a conclusão de que seria
necessário um terceiro símbolo imaginário k, de natureza
diferente de i e j, respeitando as propriedades
i2 = j2 = k2 = −1, e ij = −ji = k. (1)
Assim, trabalhando em dimensão 4, a lei dos módu-
los é fin lmente ve ific a.
Para a álgebra, a descoberta foi uma contribuição
fundamental, pois tratou-se do primeiro exemplo de
uma estrutura algébrica em que valem todos os axiomas
da definição de corpo, exceto a comutatividade da mul-
tiplicação. Posteriormente, a teoria foi aplicada às mais
diversas áre s.
Formalmente, o conjunto H dos quatérnios consiste
de todas as combinações lineares dos elementos 1, i, j
e k com coeficientes no corpo dos reais, para as quais
valem as relações em (1). Assim,
H = {a0 + a1i+ a2 j+ a3k | a0, a1, a2, a3 ∈ R} .
Um quatérnio puro é um element de H e que
a0 = 0 e pelo menos um dos coeficiente a1, a2, a3 não é
zero. Dados dois quatérnios
u = a0 + a1i+ 2 j+ a3k e v = b0 + b1i+ b2 j+ b3k
vejamos como eles podem er somados e multiplicados.
A adição é definida somando os coeficientes:
u+ v = a0 + b0 (a1 + b1)i+ (a2 + b2)j+ (a3 + b3)k.
Diretamente erifica-se que a a ção é comutat va,
associativa e dmite el mento neutro = 0+ 0i+ 0j+ 0k.
O oposto de u = a0 i+ a2 j 3k é defini o trocando
ai por −ai, onde i ∈ {0, 1, 2, 3}.
A multiplic ção é defi ida de form istributiva,
através das regras básicas (1) e assumindo a comutativi-
dade dos coeficientes com os símbolos i, j e k. Assim,
uv = c0 + c1i+ c2 j+ c3k, onde
• c0 = a0b − a1b − a2b − a3b ;
• c1 = a0b1 + a1b0 + a2b3 − a3b2;
• c2 = a0b2 − a1b3 + a2b0 + a3b1;
• c3 = a0b3 + a1b2 − a2b1 + a3b0.
A multiplicação é associativa, distributiva (à direita
e à esquerda) em relação à adição e admite elemento
neutro 1 = 1+ 0i+ 0j+ 0k. A verificação é direta, porém
trabalhosa. Cada quatérnio não nulo admite inverso,
que definiremos na sequência. Utilizaremos a frente a
descrição do quadrado
u2 = a02 − a12 − a22 − a32 + 2a0(a1i+ a2 j+ a3k), (2)
que é obtida diretamente da definição da multiplicação.
Vamos agora estudar as propriedades da conjuga-
ção, da norma e traço de quatérni s.
O conjugado de u é definido como
u = a0 − a1i− a2 j− a3k.
São propriedades imediatas da conjugação: u+ v =
u+ v, uv = vu e u = u, para todos u,v ∈ H.
A norma do q atérnio u é definida como o número
n(u) = uu = uu = a02 + a12 + a22 + a32.
Segue imediatamente que n(u) ≥ 0 e n(u) = 0⇔ u = 0.
A norma também é multiplicativ , ist é,
n(uv) = n(u)n(v), para todos u,v ∈ H.
De fato, n(uv) (uv)( v) = ( v)(vu) = u(vv)u =
(uu)(vv) = n(u)n(v).
O traço de u é o número real dado por tr(u) =
u + u = 2a0. Um quatérnio só tem traço nulo se for
igual a zero, ou se for um quatérnio puro. O traço é uma
transformação linear de H em R, isto é, tr(λu+ v) =
λtr(u) + tr(v), para to os u, v ∈ H e λ ∈ R.
Das definições de traço e norma, segue que todo
quatérnio u satisfaz a equação
x2 − tr(u)x+ n(u) = 0, (3)
que nos será particula mente útil neste trabalh .
Para concluir veremos que todo quatérnio não nulo
possui inverso, o que faz de H um anel de divisão. O
inverso do quatérnio não-nulo u é definido como u−1
u
n(u)
. Com esta definição tem-se uu 1 = u−1u = 1.
De fato, uu−1 = uu(uu)−1 = uu(u)−1u−1 = 1. Pelas
propriedades da conjugação segue que u−1 = (u)−1.
3 Fórmulas resolutivas das equações quadrática e cúbica sobre os quatérnios de Hamilton
2 Os quatérnios e suas ropriedades
Sir W llia Rowan Hamilton (1805-1865) desc b iu
os quatérnios em meados do século XIX. Seu objetivo era
ncontrar uma representaçã no spaço tridimensional
semelhante à d s números complexos no plano, que
mantivesse as propriedades lgébricas. Especificamente,
a definição o produto de duas triplas deveria resp itar
a lei dos módulos, isto é, |xy| = |x| |y|, para todos x e y.
Inicialmente, Hamilton pensou em uma represen-
tação do tipo x0 + x1i+ x2 j, co x0, x1, x2 ∈ R. Surg u
então o problema e identificar o produto . Suas pri-
meiras tentativas incluíam admitir ij = 1, j = −1 e
ij = 0, mas em tod s os casos não valia a lei os mó-
dulos. Hamilton resolveu o problema quando definiu
o produto ij = −ji, não comutativo. A partir dessa
suposição chegou final ente a conclusão e que seria
necessário um terc iro símb lo imaginário k, de natureza
diferente de i e j, respeitando as propriedades
i2 = j2 = k2 = −1, e ij = −ji = k. (1)
Assi , trabalhando em dimensão 4, a lei dos módu-
los é finalmente verificada.
Para a álgebra, descoberta foi uma contribuição
fundamental, pois tr tou-se do primeir exemplo de
uma estrutura algébr ca em que valem todos os axiomas
da definiçã d c po, exceto a comut tividade da mul-
tiplic ção. Posteriormente, a teoria foi aplicada às mais
diversas áreas.
Formalmente, o conjunto H dos quatérnios consiste
de t das as ombinações lineare dos elementos 1, , j
e k com coeficientes no corpo dos reais, para as quais
valem as relações em (1). Assim,
H = {a0 + a1i+ a2 j+ a3k | a0, a1, a2, a3 ∈ R} .
Um quatér io puro é um elemento de H em que
a0 = 0 e pelo m nos um dos coeficientes a1, a2, a3 não é
zero. D os dois quatérni s
u = a0 + a1i+ a2 j+ a3k v = b0 + b1i+ b2 j+ b3k
vejamos como eles podem ser somados e multiplicados.
A adição é definida somando os coefici ntes:
u+ v = a0 + b0 + (a1 + b1)i+ (a2 + b2)j+ (a3 + b3)k.
Diretamente v rifica-se que a adição é comutativa,
associativa e admite elemento neutro 0 = 0+ 0i+ 0j+ 0k.
O oposto de u a0 a i a2 j a3k é definido trocando
ai por −ai, onde i ∈ {0, 1, 2, 3}.
A multiplicação é defini de forma dis ributiva,
através das regras básicas (1) e assumindo a comutativi-
dade dos coeficientes com os símbolos i, j e k. Assim,
uv = c0 + c1i+ c2 j+ c k, onde
• c0 = a0b0 − a1b1 − a2b2 − a3b3;
• c1 = a0b1 + a1b0 + a2b3 − a3b2;
• c2 = a0b2 − a1b3 + a2b0 + a3b1;
• c3 = a0b3 + a1b2 − a2b1 + a3b0.
A multiplicação é associat v , distribu iva (à direita
à esquerda) em relação à adição e adm t elemento
neutro 1 = 1+ 0i+ 0j+ 0k. A verificação é d r ta, porém
trabalhosa. Cada quatér io não nulo admite inverso,
que definiremos n sequência. Utilizaremos a frente a
descrição do quadrado
u2 = a02 − a12 − a22 − a32 + 2a0(a1i+ a2 j+ a3k), (2)
que é obtida iretamente da definição da multiplicação.
Vamos gora estudar as propr edades da conjuga-
ção, da norma e do traço de quatérnios.
O conjugado de u é definido como
u = a0 − 1i− a2 j− a3k.
São propriedades imediatas a conjugação: u+ v =
u+ v, uv = vu e u = u, para todos u,v ∈ H.
A norma do quatérnio u é definida como o número
n(u) = uu = uu = a02 + a12 + a22 + a32.
Segue imediata ente que n(u) ≥ 0 e n(u) = 0⇔ u = 0.
A norma também é multiplicativa, isto é,
n(uv) = n(u)n(v), para todos u,v ∈ H.
De fato, n(uv = (uv)(uv) = (uv)(vu) = u(vv)u =
(uu)(vv) = n(u)n(v).
O traço de u é o número r al dad por tr(u) =
u + u = 2a0. Um q atérnio só tem traço nulo se for
igual a zero, u se for um quatérnio puro. O traço é uma
transformação linear de H em R, isto é, tr(λu+ v) =
λtr(u) + tr(v), para todos u, v ∈ H e λ ∈ R.
Das definições de traço e norma, segue que todo
quatérnio u satisfaz a equação
x2 − tr(u)x+ n(u) = 0, (3)
que nos será particularmente útil neste trabalho.
Para concluir veremos que todo quatérnio não nulo
possui inverso, o que faz de H um a el de divisão. O
inverso do quatérnio não-nulo u é definido como u−1 =
n(u)
. Com esta definição tem-se uu−1 = u−1u = 1.
De fato, uu−1 = uu(uu)−1 = u(u)−1u−1 = 1. Pelas
propriedades da conjugação segue que u−1 = (u)−1.
3 Fórmulas resolutivas das equações quadrática e cúbica sobre os quatér ios de Hamilton
2 Os quatérnios e suas propriedades
Sir William Rowan Hamilton (1805-1865) descobri
os quatérnios em mea os do século XIX. Seu objetivo era
encontrar uma representação no espaço tridimension l
semelhante à d números complexos no plan , e que
mantivesse as propriedades algébricas. Especificamente,
a definição do produto de duas triplas deveria respeitar
a lei dos ódulos, isto é, |xy| = |x| |y|, par todos x e y.
Inicialmente, Hamilton pensou em uma represen-
tação do tipo x0 + x1i+ x2 j, com x0, x1, x2 ∈ R. Surgiu
então o problema de id ntificar o produto ij. Suas pri-
meiras tentativas incluíam admitir ij = 1, ij = −1 e
ij = 0, mas em todos os casos não valia a lei dos mó-
dulos. Hamilton res lveu problema quando definiu
o produto ij = −ji, não comutativo. A partir dessa
suposição chegou finalmente a conclusão de que seria
necessário um terceiro símbolo imaginário k, de natureza
diferente de i e j, respeitando as propriedades
i2 = j2 = k2 = −1, ij = −ji = k. (1)
Assim, trabalhando em dimensão 4, a lei dos módu-
los é fin lmente verificada.
Para a álgebra, a descoberta foi uma contribuição
fund mental, pois tratou-se d primeiro exemplo de
uma estrutura algébrica em que valem todos os axiomas
da definição de corpo, exceto a comutatividade da mul-
tiplicação. Posteriormente, a teoria foi aplicada às mais
diversas áreas.
Formalmente, o conjunto H dos quatérnios consiste
d todas as combinaçõe lin ares dos elementos 1, , j
e k com coeficientes no corpo dos reais, para as quais
valem as relações em (1). Assim,
H = {a0 + a1i+ a2 j+ a3k | a0, a1, a2, a3 ∈ R} .
Um quatérnio puro é um elemento de H em que
a0 = 0 e pelo menos um dos coeficientes a1, a2, a3 não é
zero. Dados dois quatérnios
u = a0 + a1i+ a2 j a3k e v = b0 + b1i+ b2 j+ b3k
vejamos como eles podem ser s mad s e multiplicados.
A a ição é definid somando s coeficientes:
u+ v = a0 + b0 + (a1 b1)i+ (a2 + b2)j+ (a3 + b3)k.
Diretamente verifica-se que a adição é comutativa,
associativa e admite elemento neutro = 0+ 0i+ 0j+ 0k.
O oposto de u = a0+ a1i+ a2 j+ a3k é definido trocando
ai por −ai, onde i ∈ {0, 1, 2, 3}.
A multiplicação é definida de forma distributiva,
através da regras básicas (1) e assumin o a comutativi
dade dos coeficientes com os símbolos i, j e k. Assim,
uv = c0 + c1i+ c2 j+ c3k, onde
• c0 a0b0 a1b1 − a2b2 a3b3;
• c1 a0b1 a1b0 a2b3 − a3b2;
• c2 a0b2 − a1b3 + a2b0 a3b1;
• c3 = a0b3 + a1b2 − a2b1 + a3b0.
A ult plicação é associativa, distributiva (à direita
e à esquerda) e relação à dição e ad ite elemento
n utro 1 = 1+ 0i+ 0j+ 0k. A verificação é direta, porém
trabalhosa. Cada quatérnio não nulo admite inverso,
que definiremos na sequência. Utilizaremos a frente a
descrição do q adr do
u2 = a02 − a12 − a22 − a32 + 2a0(a1i+ a2 j+ a3k), (2)
que é obtida diretamente da definição da multiplicação.
Vamos agora studar as propr edades da conjuga-
ção, da norma e o raç de quatérnios.
O conjugado de u é definid como
u = a0 − a1i− a2 j− a3k.
São propriedades imediatas da conjugação: u+ v =
u+ v, uv = vu e u = u, para todos u,v ∈ H.
A norma do quatérnio u é definida como o númer
n(u) = uu = uu = a02 + a12 + a22 + a32.
Segue imediatamente que n(u) ≥ 0 e n(u) = 0⇔ u = 0.
A norma também é multiplic tiva, isto é,
n(uv) = n(u)n(v), para todos ,v ∈ H.
De fato, n(uv) = (uv)(uv) = (uv)(vu) = u(vv)u =
(uu)(vv) = n(u)n(v).
O traço de u é o núm ro real dado por tr(u)
u + = 2a0. Um quatérnio só tem traço nulo se for
igual a zero, ou se for um quatérnio puro. O traço é uma
transformação linear de H em R, isto é, tr(λu+ v) =
λtr(u) + tr(v), para todos u, v ∈ H e λ ∈ R.
Das definições de traço e norma, segue que todo
quatérnio u satisfaz a equação
x2 − tr(u)x+ n(u) = 0, (3)
que nos será particularment útil neste trabalho.
Para concluir veremos que todo quatérnio não nulo
possui inverso, o que faz de H um anel de divisão. O
inverso do quatérnio não-nulo u é definido como − =
u
n(u)
. Com esta definição tem-se u 1 u−1u = 1.
De fato, uu−1 = uu(uu)−1 = uu(u)−1u 1 1. Pelas
propriedades da conjugação segue que u−1 = (u)−1.Ciência e Natura 4
3 Resolvendo a equação quadrática
Nesta seção apresentamos uma versão da fórmula
quadrática para os quatérnios, utilizando as ideias da
Seção 4 do trabalho de Niven (NIVEN, 1941).
No Teorema 1 mostramos que quando o discrimi-
nante da equação é positivo ou nulo, ocorre o mesmo
que o caso real, isto é, há duas raízes reais que coincidem
somente quando o discriminante é nulo. Na segunda
possibilidade, quando o discriminante é negativo, há
uma mudança essencial: a equação tem infinitas solu-
ções nos quatérnios.
Teorema 1 (Fórmula Quadrática nos Quatérnios). Deno-
tando ∆ = b2 − 4ac, as raízes quatérnias da equação
ax2 + bx+ c = 0, com a, b, c ∈ R, a = 0, (4)
são obtidas pela fórmula
x =
−b±√∆− 4a2(α12 + α22)
2a
+ α1 j+ α2k, (5)
onde α1 e α2 são quaisquer dois números reais tais que:
(1) α21 + α
2
2 ≤ −
∆
4a2
, quando ∆ < 0.
(2) α1 = α2 = 0, quando ∆ ≥ 0.
Antes de demonstrarmos, cabe observar que:
• Se ∆ ≥ 0, então α1 = α2 = 0 e há somente duas
raízes reais (coincidentes quando ∆ = 0) dadas
pela fórmula clássica:
x =
−b±√∆
2a
.
• Se ∆ < 0, então as raízes são todos os quatérnios
da forma:
x = − b
2a
±
(√|∆| − 4a2(α12 + α22)
2a
)
i+ α1 j+ α2k,
onde α21 + α
2
2 ≤ −
∆
4a2
. Neste caso, quando α1 =
α2 = 0, tem-se as duas raízes complexas.
Demonstração: Completando quadrados, temos
ax2 + bx+ c = a
[ (
x+
b
2a
)2
− ∆
4a2
]
= 0.
Como a é não nulo, podemos fazer a substituição y =
x+
b
2a
e restringir o problema à equação y2 − ∆
4a2
= 0.
Depois de resolvê-la, desfaremos a mudança. Como
buscamos raízes nos quatérnios, temos que existem y0,
y1, y2, y3 ∈ R tais que
y = y0 + y1i+ y2 j+ y3k.
Pela Equação 2, o quadrado de y é
y02 − y12 − y22 − y32 + 2(y0y1i+ y0y2 j+ y0y3k).
Assim, como y2 =
∆
4a2
∈ R, podemos concluir que
y02 − y12 − y22 − y32 = ∆4a2 e y0y1 = y0y2 = y0y3 = 0.
Se ∆ > 0, então da primeira igualdade temos y0 = 0. Da
segunda igualdade segue que y1 = y2 = y3 = 0. Assim,
as soluções são y = y0 = ±
√
∆
2a
. No caso ∆ = 0, temos
apenas uma solução y = 0. Portanto, as soluções da
Equação 4, para ∆ ≥ 0, são
x =
−b±√∆
2a
.
Assumindo ∆ < 0 obtemos y02 < y12 + y22 + y32. Desse
fato e da igualdade y0y1 = y0y2 = y0y3 = 0 segue que
y0 = 0. Assim, y12 + y22 + y32 = − ∆4a2 . Portanto, temos
que as raízes são todos os quatérnios da forma
x = y1i+ y2 j+ y3k− b2a
onde y1, y2 e y3 satisfazem a igualdade
y12 + y22 + y32 = − ∆4a2 . (6)
Basta agora isolar y1 e substituir na expressão de x para
obter a fórmula para o caso ∆ < 0, renomeando y2 = α1
e y3 = α3. Juntando os dois casos, obtemos a fórmula 5.

Vejamos o exemplo da equação quadrática x2− 6x+
10 = 0. Temos ∆ = −4 < 0. Do Teorema 1, as raízes são
os quatérnios
x = 3± i
√
1− α21 − α22 + α1 j+ α2k,
para quaisquer números reais α1, α2 tais que α21+ α
2
2 ≤ 1.
Note que se α0 = ±
√
1− α21 − α22, então α20 + α21 + α22 =
1. Assim, para cada ponto da esfera unitária de centro na
origem existe uma solução da equação (veja a Equação
6). Em particular, uma das soluções é obtida com y1 =
y2 =
√
1
2 e y3 = 0, que resulta no quatérnio
x = 3+
√
1
2
i+
√
1
2
j.
Também, raízes complexas 3± i verificam a igualdade
α0
2 + α1
2 + α3
2 = 1, com α0 = ±1 e α1 = α2 = 0.
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3 Resolvendo a equação quadrática
Nesta seção apresentamos uma versão da fórmula
quadrática para os quatérnios, utilizando as ideias da
Seção 4 do trabalho de Niven (NIVEN, 1941).
No Teorema 1 mostramos que quando o discrimi-
nante da equação é positivo ou nulo, ocorre o mesmo
que o caso real, isto é, há duas raízes reais que coincidem
somente quando o discriminante é nulo. Na segunda
possibilidade, quando o discriminante é negativo, há
uma mudança essencial: a equação tem infinitas solu-
ções nos quatérnios.
Teorema 1 (Fórmula Quadrática nos Quatérnios). Deno-
tando ∆ = b2 − 4ac, as raízes quatérnias da equação
ax2 + bx+ c = 0, com a, b, c ∈ R, a = 0, (4)
são obtidas pela fórmula
x =
−b±√∆− 4a2(α12 + α22)
2a
+ α1 j+ α2k, (5)
onde α1 e α2 são quaisquer dois números reais tais que:
(1) α21 + α2 ≤ −
∆
4a2
, quando ∆ < 0.
(2) α1 = α2 = 0, quando ∆ ≥ 0.
Antes de demonstrarmos, cabe observar que:
• Se ∆ ≥ 0, então α1 = α2 = 0 e há somente duas
raízes reais (coincidentes quando ∆ = 0) dadas
pela fórmula clássica:
x =
−b±√∆
2a
.
• Se ∆ < 0, então as raízes são todos os quatérnios
da forma:
x = − b
2a
±
(√|∆| − 4a2(α12 + α22)
2a
)
i+ α1 j+ α2k,
onde α21 + α2 ≤ −
∆
4a2
. Neste caso, quando α1 =
α2 = 0, tem-se as duas raízes complexas.
Demonstração: Completando quadrados, temos
ax2 + bx+ c = a
[ (
x+
b
2a
)2
− ∆
4a2
]
= 0.
Como a é não nulo, podemos fazer a substituição y =
x+
b
2a
e restringir o problema à equação y2 − ∆
4a2
= 0.
Depois de resolvê-la, desfaremos a mudança. Como
buscamos raízes nos quatérnios, temos que existem y0,
y1, y2, y3 ∈ R tais que
y = y0 + y1i+ y2 j+ y3k.
Pela Equação 2, o quadrado de y é
y02 − y12 − y22 − y32 + 2(y0y1i+ y0y2 j+ y0y3k).
Assim, como y2 =
∆
4a2
∈ R, podemos concluir que
y02 − y12 − y22 − y32 = ∆4a2 e y0y1 = y0y2 = y0y3 = 0.
Se ∆ > 0, então da primeira igualdade temos y0 = 0. Da
segunda igualdade segue que y1 = y2 = y3 = 0. Assim,
as soluções são y = y0 = ±
√
∆
2a
. No caso ∆ = 0, temos
apenas uma solução y = 0. Portanto, as soluções da
Equação 4, para ∆ ≥ 0, são
x =
−b±√∆
2a
.
Assumindo ∆ < 0 obtemos y02 < y12 + y22 + y32. Desse
fato e da igualdade y0y1 = y0y2 = y0y3 = 0 segue que
y0 = 0. Assim, y12 + y22 + y32 = − ∆4a2 . Portanto, temos
que as raízes são todos os quatérnios da forma
x = y1i+ y2 j+ y3k− b2a
onde y1, y2 e y3 satisfazem a igualdade
y12 + y22 + y32 = − ∆4a2 . (6)
Basta agora isolar y1 e substituir na expressão de x para
obter a fórmula para o caso ∆ < 0, renomeando y2 = α1
e y3 = α3. Juntando os dois casos, obtemos a fórmula 5.
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que o caso real, isto é, há duas raízes reais que coincidem
somente quando o discriminante é nulo. Na segunda
possibilidade, quando o discriminante é negativo, há
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que o caso real, isto é, há duas raízes reais que coincidem
somente quando o discriminante é nulo. Na segunda
possibilidade, quando o discriminante é negativo, há
uma mudança essencial: a equação tem infinitas solu-
ções nos quaté nios.
Teorema 1 (Fórmula Quadrática nos Quatérnios). Deno-
tando ∆ = b2 − 4ac, as raízes qu térnias da equação
x2 + bx+ c = 0, com a, b, c ∈ R, a = 0, (4)
são obtidas pela fórmula
x =
−b±√∆− 4a2(α12 + α22)
2a
+ α1 j+ α2k, (5)
onde α1 e α2 são quaisquer dois úmeros reais tais qu :
(1) α2 + α22 ≤ −
∆
4a2
, quando ∆ < 0.
(2) α1 = α2 = 0, quando ∆ ≥ 0.
Antes de demonstrarmos, cabe observar que:
• Se ∆ ≥ 0, então α1 = α2 = 0 e há somente duas
raízes reais (coincidentes quando ∆ = 0) dadas
pela fórmula clássica:
x =
−b±√∆
2a
.
• Se ∆ < 0, então as raízes são todos os quatérnios
da forma:
x = − b
2a
±
(√|∆| − 4a2(α12 + α22)
2a
)
i+ α1 j+ α2k,
onde α21 + α
2
2 ≤ −
∆
4a2
. Neste caso, quando α1 =
α2 = 0, tem-se as duas raízes complexas.
Demonstração: Completando quadrados, temos
ax2 + bx+ c = a
[ (
x+
b
2a
)2
− ∆
4a2
]
= 0.
Como a é não nulo, podemos fazer a substituição y =
x+
b
2a
e restringir o problema à equação y2 − ∆
4a2
= 0.
Depois de resolvê-la, desfaremos a mudança. Como
buscamos raízes nos quatérnios, temos que existem y0,
y1, y2, y3 ∈ R tais que
y = y0 + y1i+ y2 j+ y3k.
Pela Equação 2, o quadrado de y é
y02 − y12 − y22 − y32 + 2(y0y1i+ y0y2 j+ y0y3k).
Assim, como y2 =
∆
4a2
∈ R, podemos concluir que
y02 − y12 − y22 − y32 = ∆4a2 e y0y1 = y0y2 = y0y3 = 0.
Se ∆ > 0, então da primeira igualdade temos y0 = 0. Da
segunda igualdade segue que y1 = y2 = y3 = 0. Assim,
as soluções são y = y0 = ±
√
∆
2a
. No caso ∆ = 0, temos
apenas uma solução y = 0. Portanto, as soluções da
Equação 4, para ∆ ≥ 0, são
x =
−b±√∆
2a
.
As u indo ∆ < 0 obtemos y02 < y12 + y22 + y32. Desse
fato e da igualdade y0y1 = y0y2 = y0y3 = 0 segue que
y0 = 0. Assim, y12 + y22 + y32 = − ∆4a2 . Portanto, temos
que as raízes são todos os quatérnios da forma
x = y1i+ y2 j+ y3k− b2a
onde y1, y2 e y3 satisfazem a igualdade
y12 + y22 + y32 = − ∆4a2 . (6)
Basta agora isolar y1 e substituir na expressão de x para
obter a fórmula para o caso ∆ < 0, renomeando y2 = α1
e y3 = α3. Juntando os dois casos, obtemos a fórmula 5.

Vejamos o exemplo da equação quadrátic x2− 6x+
10 = 0. Temo ∆ = −4 < 0. Do Teorema 1, as r ízes são
os quatérnios
x = 3± i
√
1− α21 − α22 + α1 j+ α2k,
para quaisquer números reais α1, α2 tais que α21+ α
2
2 ≤ 1.
Note que se α0 = ±
√
1− α21 − α22, então α20 + α21 + α22 =
1. Assim, para cada ponto da esfera unitária de centro na
origem existe uma solução da equação (veja a Equação
6). Em particular, uma das soluções é obtida com y1 =
y2 =
√
1
2 e y3 = 0, que resulta no quatérnio
= 3+
√
1
2
i+
√
1
2
j.
Também, raízes complexas 3± i verificam a igualdade
α0
2 + α1
2 + α3
2 = 1, com α0 = ±1 e α1 = α2 = 0.
Ciência e Natura 4
3 Resolvendo a equação quadrática
Nesta seção apresentamos uma versão da fórmula
quadrática para os quatérnios, utilizando as ideias da
Seção 4 do trabalho de Niven (NIVEN, 1941).
No Teorema 1 mostramos que quando o discri i-
nante da equaçã é positivo ou nulo, corre o mesmo
que o caso r al, isto é, há uas raízes reais que coincidem
somente quando o discriminante é nulo. Na segunda
po sibilidade, quando o discriminante é negativo, há
uma mudança essencial: a equação tem infinitas solu-
ções nos quatérnios.
Teorema 1 (Fórmula Quadrática nos Quatérnios). Deno-
tando ∆ = b2 − 4ac, as raízes quatérnias da equação
ax2 + bx+ c = 0, com a, b, c ∈ R, a = 0, (4)
são obtidas pela fórmula
x =
−b±√∆− 4a2(α12 + α22)
2a
+ α1 j+ α2k, (5)
onde α1 e α2 são quaisquer dois números reais tais que:
(1) α21 + α
2
2 ≤ −
∆
4a2
, quando ∆ < 0.
(2) α1 = α2 = 0, quando ∆ ≥ 0.
Antes de demonstrarmos, cabe observar que:
• Se ∆ ≥ 0, então α1 = α2 = 0 e há somente duas
raízes reais (coincidentes quando ∆ = 0) dadas
pela fórmula clássica:
x =
−b±√∆
2a
.
• Se ∆ < 0, então as raízes são todos os quatérnios
da forma:
x = − b
2a
±
(√|∆| − 4a2(α12 + α22)
2a
)
i+ α1 j+ α2k,
onde α21 + α
2
2 ≤ −
∆
4 2
. Neste caso, quando α1 =
α2 = 0, tem-se as duas raízes complexas.
Demonstração: Completando quadrados, temos
ax2 + bx+ c = a
[ (
x+
b
2a
)2
− ∆
4a2
]
= 0.
Como a é não nulo, podemos fazer a substituição y =
x+
b
2a
e restringir o problema à equação y2 − ∆
4a2
= 0.
Depois de resolvê-la, desfaremos a mudança. Como
buscamos raízes nos quatérnios, temos que existem y0,
y1, y2, y3 ∈ R tais que
y = y0 + y1i+ y2 j+ y3k.
Pela Equação 2, o quadrado de y é
y02 − y12 − y22 − y32 + 2(y0y1i+ y0y2 j+ y0y3k).
Assim, como y2 =
∆
4a2
∈ R, podemos concluir que
y02 − y12 − y22 − y32 = ∆4a2 e y0y1 = y0y2 = y0y3 = 0.
Se ∆ > 0, então da primeira igualdade temos y0 = 0. Da
segunda igualdade segu qu y1 = y2 = y3 = 0. Assim,
as soluções são y = y0 = ±
√
∆
2a
. No caso ∆ = 0, temos
apenas uma solução y = 0. Portanto, as soluções da
Equação 4, para ∆ ≥ 0, são
x =
−b±√∆
2a
.
Assumindo ∆ < 0 obtemos y02 < y12 + y22 + y32. Desse
fato e da igualdade y0y1 = y0y2 = y0y3 = 0 segue que
y0 = 0. Assim, y12 + y22 + y32 = − ∆4a2 . Portanto, temos
que as raízes são todos os quatérnios da f rma
x = y1i+ y2 j+ y3k− b2a
onde y1, y2 e y3 satisfazem a igualdade
y12 + y22 + y32 = − ∆4a2 . (6)
Basta agora isolar y1 e substituir na expre são de x para
obter a fórmula para o caso ∆ < 0, renomeando y2 = α1
e y3 = α3. Juntando os dois casos, obtemos a fórmula 5.

Vejam o exemplo da equação quadrática x2− 6x+
10 = 0. Temos ∆ = −4 < 0. Do Teorema 1, as raízes são
os quatérnios
x = 3± i
√
1− α21 − α22 + α1 j+ α2k,
para quaisquer números reais α1, α2 tais que α21+ α
2
2 ≤ 1.
Note que se α0 = ±
√
1− α21 − α22, então α20 + α21 + α22 =
1. Assim, para cada ponto da esfera unitária de centro na
rigem existe uma soluçã da equaçã (veja a Equação
6). Em particular, uma as soluções é obtida co y1 =
y2 =
√
1
2 e y3 = 0, que resulta no quatérnio
x = 3+
√
1
2
i+
√
1
2
j.
Também, raízes complexas 3± i verificam a igualdade
α0
2 + α1
2 + α3
2 = 1, com α0 = ±1 e α1 = α2 = 0.
Ciência e Natura 4
3 Resolvendo a equação qua rática
Nes a seção apresen amos uma versã da fórmula
quadrática para os quatérnios, utilizando as ideias da
Seção 4 do trabalho de Niven (NIVEN, 1941).
No Teorema 1 mostramos que quando o discri i-
nante d equ ção é positivo ou nulo, ocorr o mesmo
que o caso re l, isto é, há duas r íz s reais que coincidem
somente quando o discriminante é nulo. Na segunda
possibilidade, quando o discriminan é egativo, há
uma mudança essencial: a equação tem infinitas solu-
ções nos quatérnios.
Teorema 1 (Fórmula Qu drátic nos Qu térnios). Deno-
tando ∆ = b2 − 4ac, as raízes quatérnias da equação
ax2 + bx+ c = 0, com a, b, c ∈ R, a = 0, (4)
são obtidas pela fórmula
x =
−b±√∆− 4a2(α12 + α22)
2a
+ α1 j+ α2k, (5)
onde α1 e α2 são quaisquer dois números reais tais que:
(1) α21 + α
2
2 ≤ −
∆
4a2
, quando ∆ < 0.
(2) α1 = α2 = 0, quando ∆ ≥ 0.
Antes de demonstrarmos, cabe observ r que:
• Se ∆ ≥ 0, entã α1 = α2 = 0 e há somente uas
raízes reais (coincidentes quando ∆ = 0) dadas
pela fórmula clássica:
x =
−b±√∆
2a
.
• Se ∆ < 0, então as raízes são todos os quatérnios
da forma:
x = − b
2a
±
(√|∆| − 4a2(α12 + α22)
2a
)
i+ α1 j+ α2k,
onde α21 + α
2
2 ≤ −
∆
4a2
. Neste caso, quando α1 =
α2 = 0, tem- e as duas raízes complexas.
Demonstração: Completando quadrados, temos
ax2 + bx+ c = a
[ (
x+
b
2a
)2
− ∆
4a2
]
= 0.
Como a é não nulo, podemos fazer a substituição y =
x+
b
2a
e restringir o problema à equação y2 − ∆
4a2
= 0.
Depois de esolvê-la, desfaremos a mudança. Como
buscamos raízes nos quatérnios, temos que existem y0,
y1, y2, y3 ∈ R tais que
y = y0 + y1i+ y2 j+ y3k.
Pela Equação 2, o quadrado de y é
y02 − y12 − y22 − y32 + 2(y0y1i+ y0y2 j+ y0y3k).
Assim, como y2 =
∆
4a2
∈ R, podemos concluir que
y02 − y12 − y22 − y32 = ∆4a2 e y0y1 = y0y2 = y0y3 = 0.
Se ∆ > 0, então da primeira igualdade temos y0 = 0. Da
segunda igualdade segue que y1 = y2 = y3 = 0. Assim,
as soluções são y = y0 = ±
√
∆
2a
. No caso ∆ = 0, temos
apen s uma solução y = 0. Portanto, as soluções da
Equação 4, para ∆ ≥ 0, são
x =
−b±√∆
2a
.
Assumindo ∆ < 0 obtemos 0 < y12 + y22 + y32. Desse
fato e da igualdade y0y1 = y0y2 = y0y3 = 0 segue que
y0 = 0. Assim, y12 + y22 + y32 = − ∆4a2 . Portanto, temos
que as raízes são todos os quatérnios d forma
x = y1i+ y2 j+ y3k− b2a
onde y1, y2 e y3 satisfazem a igualdade
y12 + y22 + y32 = − ∆4a2 . (6)
Bas a agora isolar y1 e sub tituir na expressão de x para
obter a fórm la para caso ∆ < 0, reno eando y2 = α1
e y3 = α3. Juntando os dois casos, obtemos a fórmula 5.

Vejamos o exemplo da equação quadrática x2− 6x+
10 = 0. Tem ∆ = −4 < 0. Do Teorema 1, as raízes são
os quatérnios
x = 3± i
√
1− α21 − α22 + α1 j+ α2k,
para quaisquer númer s reais α1, α2 tais que α21+ α
2
2 ≤ 1.
Note que se α0 = ±
√
1− α21 − α22, então α20 + α21 + α22 =
1. Assim, para cad p nto da esf ra unitária de centro na
orige exis e ma solução da equação (veja Equação
6). Em particular, uma das soluções é obtida com y1 =
y2 =
√
1
2 e y3 = 0, que resulta no quatérnio
x = 3+
√
1
2
i+
√
1
2
j.
Também, raízes complexas 3± i verificam a igualdade
α0
2 + α1
2 + α3
2 = 1, com α0 = ±1 e α1 = α2 = 0.
Ciência e Natura 4
3 Resolvendo a equação quadrática
Nesta seção apre ent mos uma versão da fórmula
quadrática para os quatérnios, utilizando as ideias da
Seção 4 do trabalho de Niven (NIVEN, 1941).
No T or ma 1 mostra os qu q ando o discrimi-
nante da equação é positivo ou nulo, ocorre o mesmo
que caso real, isto é, há duas raízes reais que coincidem
som nte quando o discriminante é nulo. Na segunda
possibilidade, quando o discriminante é negativo, há
uma mudança essencial: a equação tem infinitas solu-
ções nos quatérnios.
Teorema 1 (Fórmul Quadrática nos Quatérnios). Deno-
tando ∆ = b2 − 4ac, as raízes quatérnias da equação
ax2 + bx+ c = 0, com a, b, c ∈ R, a = 0, (4)
são obtidas pela fórmula
x =
−b±√∆− 4a2(α12 + α22)
2a
+ α1 j+ α2k, (5)
onde α1 e α2 são quaisquer dois números reais tais que:
(1) α21 + α
2
2 ≤ −
∆
4a2
, quando ∆ < 0.
(2) α1 = α2 = 0, quando ∆ ≥ 0.
Antes de demonstrarmos, cabe observar que:
• Se ∆ ≥ 0, ntão α1 = α2 = 0 e há s mente du s
raíz s reais (coincidentes quando ∆ = 0) dadas
pela fórmula clássica:
x =
−b±√∆
2a
.
• Se ∆ < 0, então as raízes são todos os quatérnios
da forma:
x = − b
2a
±
(√|∆| − 4a2(α12 + α22)
2a
i+ α1 j+ α2k,
onde α21 + α
2
2 ≤ −
∆
4a2
. Neste caso, quando α1 =
α2 = 0, tem-se as duas raízes complexas.
Demonstração: Completando quadrados, temos
ax2 + bx+ c = a
[ (
x+
b
2a
)2
− ∆
4a2
]
= 0.
Como a é não nulo, podemos f zer a substituição y
x+
b
2a
e restringir o problema à equação y2 − ∆
4a2
= 0.
Depois de resolvê-la, desf remos a udança. Como
buscamos raízes no atérnios, temos que existem y0,
y1, y2, y3 ∈ R tais que
y = y0 + y1i+ y2 j+ y3k.
Pela Equação 2, o quadrado de y é
y02 − y12 − 2 − y32 + 2(y0y1i+ y0y2 j+ y0y3k).
Assim, como y2 =
∆
4a2
∈ R, podemos concluir que
y02 − y12 − y22 − y32 = ∆4a2 e y0y1 = y0y2 = y0y3 = 0.
Se ∆ > 0, então da prim ira ig aldade te os y0 = 0. Da
segund igualdade segue que y1 = y2 = y3 = 0. A si ,
as soluções são y = y0 = ±
√
∆
2a
. No caso ∆ = 0, te os
apenas uma solução y = 0. Portanto, as soluções da
Equação 4, para ∆ ≥ 0, são
x =
−b±√∆
2a
.
Assumindo ∆ < 0 obt mos y02 < y12 + y22 + y32. Desse
fato e da igualdade y0 1 = 0y = y0y3 = 0 segue que
y0 = 0. Assim, y12 + y22 y32 = − ∆4a2 . Portanto, temos
que as raízes são todos os quatérnios da forma
x = y1i+ y2 j+ y3k− b2
onde y1, y2 e y3 s tisfazem a igualdade
y12 + y22 + y32 = − ∆4 2 . (6)
Basta agora isolar y1 e substituir na expressão de x para
obt r a fórmula p ra caso ∆ < 0, renomeando y2 = α1
e y3 = α3. Juntando os dois casos, obtemos a fórmula 5.

Vejamos o exemplo da equação quadrática x2− 6x+
10 = 0. Temos ∆ = −4 < 0. Do Teorema 1, as raízes são
os quatérnios
x = 3± i
√
1− α21 − α22 + α1 j+ α2k,
para quaisqu r números reais α1, tais que α21+ α
2
2 ≤ 1.
Note que se α0 = ±
√
− α21 − α22, tão α20 + α21 + α22 =
1. Assim, para cada ponto da esfera unitária d centro na
origem existe uma solução da eq ação (veja a Equação
6). Em particular, uma das soluções é obtida com y1 =
y2 =
√
1
2 e y3 = 0, que resulta no quatérnio
x = 3+
√
1
2
i+
√
1
2
j.
Também, raízes complexas 3± i verificam a igualdade
α0
2 + α1
2 + α3
2 = 1, com α0 = ±1 e α1 = α2 = 0.
Ciência e Natura 4
3 Resolvendo a equação qu drática
esta seção apr senta os uma versão da fórmula
quadrática par os quatérni s, tilizando as ideias da
Seção 4 do trabalho de Ni en (NIVEN, 1941).
No T orema 1 mo t os que quando di crimi
nante da equação é posit vo ou nulo, ocorre o mesmo
q e o caso real, isto é, há du s raízes r ais que co ncidem
somente qu ndo o discrimin nte é nulo. Na egunda
possibilid de, quand o discriminante é negativo, há
uma udança essencial: a equação tem infinitas solu-
ções nos quatérnios.
Teorem 1 (Fórmula Quad ática nos Quatérnios). Deno-
tando ∆ = b2 − 4 c, as raízes quatérnias da equação
ax2 + bx+ c = 0, com a, b, c ∈ R, a = 0, (4)
são obtidas pel fórmula
x =
−b±√∆− 4a2(α12 + α22)
2
+ α1 j+ α2k, (5)
onde e α2 são quaisquer dois números reais tais que:
(1) α21 + α
2
2 ≤ −
∆
4a2
, quando ∆ < 0.
(2) α1 = α2 = 0, quando ∆ ≥ 0.
Antes de demonstrarmos, cabe observar que:
• Se ∆ ≥ 0, então α1 = α2 = 0 e há somente duas
raízes reais (coincidentes quando ∆ = 0) dadas
pela fórmula clássica:
x =
−b±√∆
2a
.
• Se ∆ < 0, então as raízes são todos os quatérnios
da forma:
x = − b
2a
±
(√|∆| − 4a2(α12 + α22)
2a
)
i+ α1 j+ α2k,
onde α21 + α
2
2 ≤ −
∆
4a2
. Neste caso, quando α1 =
α2 = 0, tem-se as duas raízes complexas.
Demonstração: Completando quadrados, temos
ax2 + bx+ c = a
[ (
x+
b
2a
)2
− ∆
4a2
]
= 0.
Como a é não nulo, podemos fazer a substituição y =
x+
b
2a
e restringir o problema à equação y2 − ∆
4a2
= 0.
Depois de resolvê-la, desfaremos a mudança. Como
buscamos raízes nos quatérnios, temos que existem y0,
y1, y2, y3 ∈ R tais que
y = y0 + y1i+ 2 j+ y3k.
Pela Equação 2, o quadrado de y é
y02 − y12 − y22 − y32 + 2(y0y1i+ y0y2 j+ y0y3k).
Assim, como y2 =
∆
4a2
∈ R, podemos concluir que
y02 − y12 − y22 − y32 = ∆4a2 e y0y1 = y0 2 y0y3 = 0.
Se ∆ > 0, entã da primeira iguald de temo y0 = 0. D
segunda igualdade segue que y1 = y2 = y3 = 0. Assim,
as soluções são y = y0 = ±
√
∆
2a
. No caso ∆ = 0, temos
apenas uma solução y = 0. Portanto, as soluções da
Equação 4, para ∆ ≥ 0, são
x =
−b±√∆
a
.
Assumindo ∆ < 0 btemos y02 < y12 + y22 + y32. Desse
fato e da igualdade y0y1 = y0y2 = y0y3 = 0 segue que
y0 = 0. Assim, y12 + 22 32 = − ∆4a . Portanto, temos
que as raízes são todos os quatérnios da forma
x = y1i+ y2 j+ y3k− ba
onde y1, y2 e 3 satisfazem a igualdade
y12 + y22 + y32 = − ∆4a2 . (6)
Basta agora isolar y1 e substituir na xpressão de x para
obter a fórmula para o caso ∆ < 0, renomeando y2 = α1
e y3 = α3. Juntando os ois casos, obtemos a fórmula 5.

Vejamos o exemplo da equação quadrática x2− 6x+
10 = 0. Temos ∆ = −4 < 0. Do Teorema 1, as raízes são
os quatérnios
x = 3± i
√
1− α21 − α22 + α1 j+ α2k,
para quaisquer números reais α1, α2 tais que α21+ α2 ≤ 1.
Note que se α0 = ±
√
1− α21 − α22, então α20 + α21 + α22 =
1. Assim, para cada ponto da esfera nitári de centro na
origem existe uma solução da equação (veja a Equação
6). Em particular, uma das soluções é obtida com y1 =
y2 =
√
1
2 e y3 = 0, que resulta no quatérnio
x = 3+
√
1
2
i+
√
1
2
j.
Também, raízes complexas 3± i verificam a igualdade
α0
2 + α1
2 + α3
2 = 1, com α0 = ±1 e α1 = α2 = 0.Ciência e Natura 4
3 Resolvendo a equação quadrática
Nesta seção apresentamos uma versão da fórmula
quadrática para os quatérnios, utilizando as ideias da
Seção 4 do trabalho de Niven (NIVEN, 1941).
No Teorema 1 mostramos que quando o discrimi-
nante da equação é positivo ou nulo, ocorre o mesmo
que o caso real, isto é, há duas raízes reais que coincidem
somente quando o discriminante é nulo. Na segunda
possibilidade, quando o discriminante é negativo, há
uma mudança essencial: a equação tem infinitas solu-
ções nos quatérnios.
Teorema 1 (Fórmula Quadrática nos Quatérnios). Deno-
tando ∆ = b2 − 4ac, as raízes quatérnias da equação
ax2 + bx+ c = 0, com a, b, c ∈ R, a = 0, (4)
são obtidas pela fórmula
x =
−b±√∆− 4a2(α12 + α22)
2a
+ α1 j+ α2k, (5)
onde α1 e α2 são quaisquer dois números reais tais que:
(1) α21 + α
2
2 ≤ −
∆
4a2
, quando ∆ < 0.
(2) α1 = α2 = 0, quando ∆ ≥ 0.
Antes de demonstrarmos, cabe observar que:
• Se ∆ ≥ 0, então α1 = α2 = 0 e há somente duas
raízes reais (coincidentes quando ∆ = 0) dadas
pela fórmula clássica:
x =
−b±√∆
2a
.
• Se ∆ < 0, então as raízes são todos os quatérnios
da forma:
x = − b
2a
±
(√|∆| − 4a2(α12 + α22)
2a
)
i+ α1 j+ α2k,
onde α21 + α
2
2 ≤ −
∆
4a2
. Neste caso, quando α1 =
α2 = 0, tem-se as duas raízes complexas.
Demonstração: Completando quadrados, temos
ax2 + bx+ c = a
[ (
x+
b
2a
)2
− ∆
4a2
]
= 0.
Como a é não nulo, podemos fazer a substituição y =
x+
b
2a
e restringir o problema à equação y2 − ∆
4a2
= 0.
Depois de resolvê-la, desfaremos a mudança. Como
buscamos raízes nos quatérnios, temos que existem y0,
y1, y2, y3 ∈ R tais que
y = y0 + y1i+ y2 j+ y3k.
Pela Equação 2, o quadrado de y é
y02 − y12 − y22 − y32 + 2(y0y1i+ y0y2 j+ y0y3k).
Assim, como y2 =
∆
4a2
∈ R, podemos concluir que
y02 − y12 − y22 − y32 = ∆4a2 e y0y1 = y0y2 = y0y3 = 0.
Se ∆ > 0, então da primeira igualdade temos y0 = 0. Da
segunda igualdade segue que y1 = y2 = y3 = 0. Assim,
as soluções são y = y0 = ±
√
∆
2a
. No caso ∆ = 0, temos
apenas uma solução y = 0. Portanto, as soluções da
Equação 4, para ∆ ≥ 0, são
x =
−b±√∆
2a
.
Assumindo ∆ < 0 obtemos y02 < y12 + y22 + y32. Desse
fato e da igualdade y0y1 = y0y2 = y0y3 = 0 segue que
y0 = 0. Assim, y12 + y22 + y32 = − ∆4a2 . Portanto, temos
que as raízes são todos os quatérnios da forma
x = y1i+ y2 j+ y3k− b2a
onde y1, y2 e y3 satisfazem a igualdade
y12 + y22 + y32 = − ∆4a2 . (6)
Basta agora isolar y1 e substituir na expressão de x para
obter a fórmula para o caso ∆ < 0, renomeando y2 = α1
e y3 = α3. Juntando os dois casos, obtemos a fórmula 5.

Vejamos o exemplo da equação quadrática x2− 6x+
10 = 0. Temos ∆ = −4 < 0. Do Teorema 1, as raízes são
os quatérnios
x = 3± i
√
1− α21 − α22 + α1 j+ α2k,
para quaisquer números reais α1, α2 tais que α21+ α
2
2 ≤ 1.
Note que se α0 = ±
√
1− α21 − α22, então α20 + α21 + α22 =
1. Assim, para cada ponto da esfera unitária de centro na
origem existe uma solução da equação (veja a Equação
6). Em particular, uma das soluções é obtida com y1 =
y2 =
√
1
2 e y3 = 0, que resulta no quatérnio
x = 3+
√
1
2
i+
√
1
2
j.
Também, raízes complexas 3± i verificam a igualdade
α0
2 + α1
2 + α3
2 = 1, com α0 = ±1 e α1 = α2 = 0.
Ciência e Natura 4
3 Resolvendo a equação quadrática
Nesta seção apresentamos uma versão da fórmula
quadrática para os quatérnios, utilizando as ideias da
Seção 4 do trabalho de Niven (NIVEN, 1941).
No Teorema 1 mostramos que quando o discri i-
nante da equação é positivo ou nulo, ocorre o mesmo
que o caso real, isto é, há duas raízes reais que coincidem
somente quando o discriminante é nulo. Na segunda
possibilidade, quando o discriminante é negativo, há
uma mudança essencial: a equação tem infinitas solu-
ções nos quatérnios.
Teorema 1 (Fórmula Quadrática nos Quatérnios). Deno-
tando ∆ = b2 − 4ac, as raízes quatérnias da equação
ax2 + bx+ c = 0, com a, b, c ∈ R, a = 0, (4)
são obtidas pela fórmula
x =
−b±√∆− 4a2(α12 + α22)
2a
+ α1 j+ α2k, (5)
onde α1 e α2 são quaisquer dois números reais tais que:
(1) α21 + α
2
2 ≤ −
∆
4a2
, quando ∆ < 0.
(2) α1 = α2 = 0, quando ∆ ≥ 0.
Antes de demonstrarmos, cabe observar que:
• Se ∆ ≥ 0, então α1 = α2 = 0 e há somente duas
raízes reais (coincidentes quando ∆ = 0) dadas
pela fórmula clássica:
x =
−b±√∆
2a
.
• Se ∆ < 0, então as raízes são todos os quatérnios
da forma:
x = − b
2a
±
(√|∆| − 4a2(α12 + α22)
2a
)
i+ α1 j+ α2k,
onde α21 + α
2
2 ≤ −
∆
4a2
. Neste caso, quando α1 =
α2 = 0, tem-se as duas raízes complexas.
Demonstração: Completando quadrados, temos
ax2 + bx+ c = a
[ (
x+
b
2a
)2
− ∆
4a2
]
= 0.
Como a é não nulo, podemos fazer a substituição y =
x+
b
2a
e restringir o problema à equação y2 − ∆
4a2
= 0.
Depois de resolvê-la, desfaremos a mudança. Como
buscamos raízes nos quatérnios, temos que existem y0,
y1, y2, y3 ∈ R tais que
y = y0 + y1i+ y2 j+ y3k.
Pela Equação 2, o quadrado de y é
y02 − y12 − y22 − y32 + 2(y0y1i+ y0y2 j+ y0y3k).
Assim, como y2 =
∆
4a2
∈ R, podemos concluir que
y02 − y12 − y22 − y32 = ∆4a2 e y0y1 = y0y2 = y0y3 = 0.
Se ∆ > 0, então da primeira igualdade temos y0 = 0. Da
segunda igualdade segue que y1 = y2 = y3 = 0. Assim,
as soluções são y = y0 = ±
√
∆
2a
. No caso ∆ = 0, temos
apenas uma solução y = 0. Portanto, as soluções da
Equação 4, para ∆ ≥ 0, são
x =
−b±√∆
2a
.
Assumindo ∆ < 0 obtemos y02 < y12 + y22 + y32. Desse
fato e da igualdade y0y1 = y0y2 = y0y3 = 0 segue que
y0 = 0. Assim, y12 + y22 + y32 = − ∆4a2 . Portanto, temos
que as raízes são todos os quatérnios da forma
x = y1i+ y2 j+ y3k− b2a
onde y1, y2 e y3 satisfazem a igualdade
y12 + y22 + y32 = − ∆4a2 . (6)
Basta agora isolar y1 e substituir na expressão de x para
obter a fórmula para o caso ∆ < 0, reno eando y2 = α1
e y3 = α3. Juntando os dois casos, obtemos a fórmula 5.

Vejamos o exemplo da equação quadrática x2− 6x+
10 = 0. Temos ∆ = −4 < 0. Do Teorema 1, as raízes são
os quatérnios
x = 3± i
√
1− α21 − α22 + α1 j+ α2k,
para quaisquer números reais α1, α2 tais que α21+ α
2
2 ≤ 1.
Note que se α0 = ±
√
1− α21 − α22, então α20 + α21 + α22 =
1. Assim, para cada ponto da esfera unitária de centro na
orige existe uma solução da equação (veja a Equação
6). Em particular, uma das soluções é obtida com y1 =
y2 =
√
1
2 e y3 = 0, que resulta no quatérnio
x = 3+
√
1
2
i+
√
1
2
j.
Também, raízes complexas 3± i verificam a igualdade
α0
2 + α1
2 + α3
2 = 1, com α0 = ±1 e α1 = α2 = 0.
Ciência e Natura 4
3 Resolvendo a equação quadrática
Nesta seção apresentamos uma versão da fórmula
quadrática para os quatérnios, utilizando as ideias da
Seção 4 do trabalho de Niven (NIVEN, 1941).
No Teorema 1 mostramos que quando o discrimi-
nante da equação é positivo ou nulo, ocorre o mesmo
que o caso real, isto é, há duas raízes reais qu coincidem
somente quando o discriminante é nulo. Na segunda
possibilidade, quando o discriminante é negativo, há
uma mudança essencial: a equação tem infinitas solu-
ções nos quatérnios.
Teorema 1 (Fórmula Quadrática nos Quatérnios). Deno-
tando ∆ = b2 − 4ac, as raízes quatérnias da equação
ax2 + bx+ c = 0, com a, b, c ∈ R, a = 0, (4)
são obtidas pela fórmula
x =
−b±√∆− 4a2(α12 + α22)
2a
+ α1 j+ α2k, (5)
onde α1 e α2 são quaisquer dois números reais tais que:
(1) α21 + α
2
2 ≤ −
∆
4a2
, quando ∆ < 0.
(2) α1 = α2 = 0, quando ∆ ≥ 0.
Antes de demonstrarmos, cabe observar que:
• S ∆ ≥ 0, então α1 = α2 = 0 e há somente duas
raízes reais (coincidentes quando ∆ = 0) dadas
pela fórmula clássica:
x =
−b±√∆
2a
.
• Se ∆ < 0, então as raízes são todos os quatérnios
da forma:
x = − b
a
±
(√|∆| − 4a2(α12 + α22)
2a
)
i+ α1 j+ α2k,
onde α21 + α
2
2 ≤ −
∆
4a2
. Neste caso, quando α1 =
α2 = 0, tem-se as duas raízes complexas.
Demonstração: Completando quadrados, temos
ax2 + bx+ c = a
[ (
x+
b
2a
)2
− ∆
4a2
]
= 0.
Como a é não nulo, odemos fazer substituição y =
x+
b
2a
e restringir o problema à equação y2 − ∆
4a2
= 0.
Depois de resolvê-la, desfaremos a mudança. Como
buscamos raízes nos quatérnios, temos que existem y0,
y1, y2, y3 ∈ R tais que
y = y0 + y1i+ y2 j+ y3k.
Pela Equação 2, o quadrado de y é
y02 − y12 − y22 − y32 + 2(y0y1i+ y0y2 j+ y0y3k).
Assim, como y2 =
∆
4a2
∈ R, podemos concluir que
y02 − y12 − y22 − y32 = ∆4a2 e y0y1 = y0y2 = y0y3 = 0.
Se ∆ > 0, então da primeira igualdade temos y0 = 0. Da
segunda igualdade segue que y1 = y2 = y3 = 0. Assim,
s soluções sã y = y0 ±
√
∆
2a
. No caso ∆ = 0, temos
apenas uma solução y = 0. Portanto, as soluções da
Equação 4, para ∆ ≥ 0, são
x =
−b±√∆
2a
.
Assumindo ∆ < 0 obtemos y02 < y12 + y22 + y32. Desse
fato e da igualdade 0y1 = y0y2 = y0y3 = 0 segu que
y0 = 0. Assim, y12 + y22 + y32 = − ∆4a2 . P tanto, temos
que as raízes são todos os quatérnios da forma
x = y1i+ y2 j+ y3k− b2a
onde y1, y2 e y3 satisfazem a igualdade
y12 + y22 + y32 = − ∆4a2 . (6)
Basta agora isolar y1 e sub tituir na expres ão de x p ra
obter a fórmula para o caso ∆ < 0, renomeando y2 = α1
e y3 = α3. Juntando os dois casos, obtemos a fórmula 5.

Vejamos o exemplo da equação quadrática x2− 6x+
10 = 0. Temos ∆ = −4 < 0. Do Teorema 1, as raízes são
os quatérnios
x = 3± i
√
1− α21 − α22 + α1 j+ α2k,
para quaisquer números reais α1, α2 tais que α21+ α
2
2 ≤ 1.
Not que se α0 = ±
√
1− α21 − α22, então α20 + α21 + α22 =
1. Assim, para cada ponto da esfera unitária de centro na
origem existe uma solução da equação (veja a Equação
6). Em particular, uma das soluções é obtida com y1 =
y2 =
√
1
2 e y3 = 0, que resulta no quatérnio
x = 3+
√
1
2
i+
√
1
2
j.
Também, raízes complexas 3± i verificam a igualdade
α0
2 + α1
2 + α3
2 = 1, com α0 = ±1 e α1 = α2 = 0.
Ciência e Natura 4
Resolvendo aç o quadrática
Nesta seção apresentamos uma versã da fórmula
quadrática p ra os quatérnios, utilizando as ideias da
Seção 4 do trabalho de Niven (NIVEN, 1941).
No Teorema 1 mostram s que quando o discrimi-
nante d equ ção é positivo ou nulo, ocorre o mesmo
que o caso real, isto é, há uas r íz s reais que coincidem
somente quando o discriminante é nulo. Na segunda
possibilidade, quando o discriminant é negativo, há
uma mudança essencial: equação tem infinitas solu-
ções nos quatérnios.
Teorema 1 (Fórmula Qu drática nos Quatérnios). Deno-
tando ∆ = b2 − 4ac, a raízes quatérnias da equação
ax2 + bx+ c = 0, com a, b, c ∈ R, a  0, (4)
são obtidas pela fórmula
x =
−b±√∆− 4a2(α12 + α22)
2a
+ α1 j+ α2k, (5)
onde α1 e α2 são quaisquer dois números reais tais que:
(1) α21 + α
2
2 ≤ −
∆
4a2
, quando ∆ < 0.
(2) α1 α = 0, quando ∆ ≥ 0.
Antes de demonstrarmos, cab ob ervar que:
• Se ∆ ≥ 0, entã α1 = α2 = 0 e há somente uas
raízes reais (coincide tes quando ∆ = 0) dadas
pela fórmula clássic :
x =
−b±√∆
2a
.
• Se ∆ < 0, então as raízes são todos os quatérnios
da forma:
x = − b
2a
±
(√|∆| − 4a2(α12 + α22)
2a
)
i+ α1 j+ α2k,
onde α21 + α
2
2 ≤ −
∆
4a2
. Neste aso, qu ndo α1 =
α2 = 0, tem-se as duas raízes complexas.
emonstração: Completando quadrados, temos
ax2 + bx+ c = a
[ (
x
b
2a
)2
− ∆
4a2
]
= 0.
Como a é não nulo, podemos fazer a substituição y =
x+
b
2a
e restringir o problema à equação y2 − ∆
4a2
= 0.
Depois de res lvê-la, desfaremos a mudança. Como
buscamos r ízes nos quatérnios, temos que existe y0,
y1, y2, y3 ∈ R t is qu
y = y0 + y1i+ y2 j+ y3k.
Pela Equação 2, o quadrado de y é
y02 − y12 − y22 − y32 + 2(y0y1i+ y0y2 j+ y0y3k).
Assim, como y2 =
∆
4a2
∈ R, podemos concluir q
y02 − y12 − y22 − y32 = ∆4a e y0y1 = y0y2 = 0y3 = 0.
Se ∆ > 0, ent da primeira igualdade temos y0 = 0. Da
segunda igualdade segue que y1 = y2 = y3 = 0. Assim,
as soluções são y = y0 = ±
√
∆
2a
. No caso ∆ = 0, temos
apen s uma solução = 0. Portanto, as soluções da
Equação 4, para ∆ ≥ 0, são
x =
−b±√∆
2a
.
Assumindo ∆ < 0 obtemos y02 < y12 + y22 + y32. Desse
fato e d igualdade y0y1 = y0y2 = y0y3 = 0 segue que
y0 Assim, y12 + y22 + y32 = − ∆4 2 . Portanto, temos
que as raízes são todos os quatérnios da forma
x = y1i+ y2 j+ y3k− b2a
onde y1, y2 e y3 satisfazem igualdade
y12 + y22 + y32 = − ∆4a2 . (6)
Ba ta agora isol r y1 e s b titui na expressão e x p ra
obter a fórm la para caso ∆ < 0, reno eando y2 = α1
e y3 = α3. J ntan o os d is c os, obtemos a fórmula 5.

Vejamos o exemplo da equação quadrática x2− 6x+
10 = 0. Temos ∆ = −4 < 0. Do Teor ma 1, as raízes são
os quatérnios
x = 3± i
√
1− α21 − α22 + α1 j+ α2k,
para quaisquer números reais α1, α2 tais que α21+ α
2
2 ≤ 1.
Note que se α0 = ±
√
1− α21 − α22, então α20 + α21 + α22 =
1. Assi , para cada p nto da esf ra unitária de centro na
orige existe ma solução da equação (veja Equação
6). Em particular, uma das soluções é obtida com y1 =
y2 =
√
1
2 e y3 = 0, que resulta no quatérnio
x = 3+
√
1
2
i+
√
1
2
j.
Também, raízes complexas 3± i verificam a igualdade
α0
2 + α1
2 + α3
2 = 1, com α0 = ±1 e α1 = α2 = 0.
Ciência e Natura 4
3 Resolvendo a equação q rática
Nest seção apresentamos uma versão da fórmula
quadrática para os quaté nios, utilizando as ideias da
Seção 4 do t abalho de Niven (NIVEN, 1941).
No Teorema 1 mostramos que quando o discrimi-
ante da equação é positivo ou nulo, ocorre o mesmo
que o caso real, isto é, há duas raízes reais que coincidem
somente quando o discriminante é nulo. Na segunda
possibilidade, quando o discri inante é negativo, há
uma mudança essencial: a equ çã tem infinitas solu-
ções nos quatérnios.
Teorema 1 (Fórmula Quadrátic nos Quatérnios). Deno-
tando ∆ = b2 − 4ac, as raízes quatérnias da equação
ax2 + bx+ c = 0, com a, b, c ∈ R, a  0, (4)
são obtid s pela fórmula
x =
−b±√∆− 4a2(α12 + α22)
2a
+ α1 j+ α2k, (5)
onde α1 e α2 são quaisquer dois números reais tais que:
(1) α21 + α
2
2 ≤ −
∆
4a2
, quando ∆ < 0.
(2) α1 = α2 = 0, quando ∆ ≥ 0.
Antes de demonstrarmos, cabe bservar que:
• Se ∆ ≥ 0, então α1 = α2 = 0 e há so ente duas
raízes reais (coincidentes quando ∆ = 0) dadas
pela fórmula clássica:
x =
−b±√∆
2a
.
• Se ∆ < 0, entã as raízes são todos s quatérnios
da fo ma:
x = − b
2a
±
(√|∆| − 4a2(α12 + α22)
2a
)
i+ α1 j+ α2k,
de α21 + α
2
2 ≤ −
∆
4a2
. Neste c so, quando α1 =
α2 = 0, tem-se as uas raízes co plexas.
m nstração: Completando quadrados, temos
ax2 + bx+ c = a
[ (
x+
b
2a
)2
− ∆
4a2
]
= 0.
Como a é não nulo, odemos fazer a substituição y =
x+
b
2a
e restringir o problema à equação y2 − ∆
4a2
= 0.
Depois de resolvê-la, desfaremos a mudança. C mo
buscamos raízes nos quatérnios, temos que existem y0,
y1, y2, y3 ∈ R tais que
y = y0 + y1i+ y2 j+ y3k.
Pela Equação 2, o quadrado de y é
y02 − y12 − y22 − y32 2(y0y1i+ y0 2 j 0y3k).
Assim, como y =
∆
4a2
∈ R, podemos concluir que
y02 − y12 − y22 − y32 = ∆4a2 e y0y1 = y0y2 = y0y3 = 0.
Se ∆ > 0, ntão da primeira igualdade temos y0 = 0. Da
segu da igualdade segu que y1 = y2 = y3 0. Assim,
as soluções são y = y0 = ±
√
∆
2a
. No caso ∆ = 0, temos
apenas uma solução y = 0. Port nto, a s luções d
Equaçã 4, par ∆ ≥ 0, são
x =
−b±√∆
2a
.
Assumindo ∆ < 0 btem s y02 < y12 + y22 + y32. Desse
fato e da igualdade y0y1 = y0y2 = y0y3 = 0 segue que
y0 = 0. Assim, y12 + y22 + y32 = − ∆4a2 . Portanto, temos
que as raízes são todos os quatérnios da forma
x = y1i+ y2 j+ y3k− b2a
nd y1, y2 y3 s tisfazem a igualdade
y12 + y22 + y32 = − ∆4a2 . (6)
Basta agora isolar y1 e substi uir na expressão de x para
obter a fórmula para o caso ∆ < 0, renomeando y2 = α1
e y3 = α3. Juntando os dois casos, obtemos a fórmula 5.

Vejamos o exe lo da equação quadrática x2− 6x+
1 = 0. Temos ∆ = −4 < 0. Do Teorema 1, as raízes são
os quatérnios
x = 3± i
√
1− α21 − α22 + α1 j+ α2k,
para quaisquer números reais α1, α2 tais que α21+ α
2
2 ≤ 1.
Note que se α0 = ±
√
1− α21 − α22, então α20 + α21 + α22 =
1. Assim, para cada ponto da esfera unitária de centro na
origem existe uma solução da equação (veja a Equação
6). Em particular, uma das soluções é obtida com y1 =
y2 =
√
1
2 e y3 = 0, que resulta no quatérnio
x = 3+
√
1
2
i+
√
1
2
j.
Também, raízes complexas 3± i verificam a igualdade
α0
2 + α1
2 + α3
2 = 1, com α0 = ±1 e α1 = α2 = 0.
Ciê cia e Natu a 4
3 Resolvendo a equ ção qu drática
Nesta seção apres ntamos uma versão da fórmula
quadrática para os quatérnios, utilizando as ideias da
Seção 4 do trabalho de Niven (NIVEN, 194 ).
No Teorema 1 mostra os que quando o d s rimi-
nant da equação é positivo ou nulo, ocorre o mesmo
q e o caso real, isto é, há dua raízes reais que coincidem
so ente quando o discriminante é nulo. Na segunda
pos ibilidade, quando o iscriminante é negativo, há
uma mudança essencial: a equação tem infinitas solu-
ções nos quatérnios.
Teorema 1 (Fórmula Quadrática nos Quatérnios). Deno-
tando ∆ = b2 − 4ac, as raízes quatérnias da equação
x2 + bx+ c = 0, com a, b, c ∈ R, a  0, (4)
são obtidas pela fórmula
x =
−b±√∆− 4a2(α12 + α22)
2a
+ α1 j+ α2k, (5)
onde α1 e α2 são quaisquer dois números reais tais que:
(1) α21 + α
2
2 ≤ −
∆
4a2
, quando ∆ < 0.
(2) α1 α2 = 0, qu ndo ≥ 0.
Antes de de onstrarmos, cabe observar que:
• Se ∆ ≥ 0, então α1 = α2 = 0 e há so ente duas
raízes reais (coincidentes quando ∆ = 0) dadas
pel fórmula clássic :
x =
−b±√∆
2a
.
• Se ∆ < 0, então as raízes são todos os quatérnios
da forma:
x = − b
2a
±
(√|∆| − 4a2(α12 + α22)
2a
)
i+ α1 j+ α2k,
onde α21 + α
2
2 ≤ −
∆
4a2
. Neste caso, quando α1 =
α2 = 0, tem-se as duas raízes complexas.
Demonstração: Completando quadrados, temos
ax2 + bx+ c = a
[ (
x
b
2
)2
− ∆
4a2
]
= 0.
Como a é não nulo, podemos fazer a substituição y =
x+
b
2a
e restringir o problema à equação y2 − ∆
4a2
= 0.
D poi de re vê-la, desfar mos a mudança. Como
buscamos raízes nos quatérnios, temos que existem y0,
y1, y2, y3 ∈ R tais que
y = y0 + y1i+ y2 j+ y3k.
Pela Equação 2, o quadrado de y é
y02 − y12 − y22 − y32 + 2( 0 1i+ 0 2 j+ y0y3k).
Assim, como y2 =
∆
4a2
∈ R, podemos concluir que
y02 − y12 − y22 − y32 = ∆4a e y0y1 = y0y2 = y0y3 = 0.
Se ∆ > 0, então da primeira igu ldade tem s y0 = 0. Da
segunda igualdade segue que y1 = y2 = y3 = 0. Assim,
as soluções são y = y = ±
√
∆
2a
. No caso ∆ = 0, temos
apenas uma solução y = 0. Port nto, a s luções d
Equação 4, par ∆ ≥ 0, são
x =
−b±√∆
2a
.
Assumind ∆ < 0 obtemos y02 < y12 + y22 + y3 . Desse
fato e da igualdade y0y1 = y0y2 = y0y3 = 0 segue que
y0 = 0. Assim, y12 + 22 32 = − ∆4a2 . Portanto, temos
que as raízes são todos os quatérnios da forma
x = y1i+ y2 j+ y3k− b2a
onde y1, y2 e y3 satisfazem a igualdade
y12 + y22 + y32 = − ∆4a2 . (6)
Basta agora isol r y1 e sub tit ir n expressão de x para
obter a fórmula para cas ∆ < 0, ren meando y2 = α1
e y3 = α3. Juntando os doi casos, obtemos a fór ula 5.

Vejamos o exemplo da equação qu drática x2− 6x+
10 = 0. Temos ∆ = −4 < 0. Do T orema 1, as raízes são
os quatérnios
x = 3± i
√
1− α21 − α22 + α1 j+ α2k,
para quaisquer números reais α1, α2 tais que α21+ α
2
2 ≤ 1.
Note qu se α0 = ±
√
1− α21 − α22, então α20 + α21 + α22 =
1. Assim, para c da ponto da esfera unitária e entro na
origem existe uma solução da equação (veja a Equação
6). Em particular, uma das soluções é obtida com y1 =
y2 =
√
1
2 e y3 = 0, que resulta no quatérnio
x = 3+
√
1
2
i+
√
1
2
j.
Também, raízes complexas 3± i verificam a igualdade
α0
2 + α1
2 + α3
2 = 1, com α0 = ±1 e α1 = α2 = 0.
Ciência e Natura 4
3 Resolvendo a equ ção qua rática
Nesta seção apresentam uma versão da fórmul
quadrática p ra os quatérnios, tilizando as i eias da
Seção 4 do trabalho de Ni en (NIVEN, 1941).
No T orema 1 mostramos que qu ndo o discri i-
nante da equação é positivo ou nulo, ocorr o mesmo
que o caso re l, isto é, há duas raízes reais que coincidem
somente quando o iscrim nante é ulo. Na segunda
possibili ade, qu ndo o iscriminante é ega ivo, há
uma udança essencial: a e ação tem infinitas solu
ções nos quatérnios.
Teorema 1 (Fór ula Qua rátic nos Qu térnios . Deno-
tando ∆ = b2 − 4ac, as raízes quatérnias da equação
ax2 + bx+ = 0, com a, b, c ∈ R, a = 0, (4)
são obtidas pela fórmula
x =
−b±√∆− 4 2(α12 + α22)
2a
+ α1 j+ α2k, (5)
onde α1 e α2 são quaisquer dois números reais tais que:
(1) α21 + α
2
2 ≤ −
∆
4a2
, quando ∆ < 0.
(2) α1 = α2 = 0, quando ∆ ≥ 0.
A tes de demonstrarmos, cabe observar que:
• Se ∆ ≥ 0, então α1 = α2 = 0 e há somente du
raízes eais (coinc dentes quando ∆ = ) dadas
pela fórmula clássica:
x =
−b±√∆
2a
.
• Se ∆ < 0, então as raízes são tod s os quatérnios
da forma:
x = − b
2a
±
(√|∆| − 4a2(α12 + α22)
2
)
i+ α1 j+ α2k,
onde α21 + α
2
2 ≤ −
∆
4 2
. Neste caso, quando α1 =
α2 = 0, tem-se as duas raízes complexas.
Demonstração: Completando quadrados, temos
x2 + bx+ c = a
[ (
x+
b
2a
)2
− ∆
4a2
]
= 0.
Como a é não nulo, podemos fazer a substituição y =
x+
b
2a
e restringir o problema à equação y2 − ∆
4a2
= 0.
Depois de resolvê-la, desfaremos a mudança. Como
buscamos raízes nos quatérnios, temos que existem y0,
y1, y2, y3 ∈ R tais que
y = y0 + y1i+ y2 j+ y3k.
Pela Equação 2, o quadrado de y é
y02 − y12 − y22 − y32 + 2(y0y1i+ y0y2 j+ y0y3k).
Assim, co o 2 =
∆
4a2
∈ R, podemos c ncluir que
y02 − y12 − y22 − y32 = ∆4a2 0y1 = y0y2 = y0y3 = 0.
S ∆ > 0, ent da primeira igualda e t mos y0 = 0. Da
seg nda iguald de segue que y1 = y2 = y3 = 0. Assim,
as soluções são y = y0 = ±
√
∆
2a
. No caso ∆ = 0, temos
apenas uma solução y = 0. Portanto, a soluções d
Equação 4, par ∆ ≥ 0, sã
x =
−b±√∆
2a
.
Assumindo ∆ < 0 obtem y02 < y12 + y22 + y32. Dess
fato e d igualdade y0y1 = y0y2 = y0y3 = 0 segue que
y0 = 0. Assim, y12 + y22 + y32 = − ∆4a2 . Portanto, temos
que as raízes são todos os quatérnios a forma
x = y1i+ y2 j+ y3k
b
2a
nde y1, y2 e y3 satisf zem a igualdade
y12 + y22 + y32 = − ∆4a2 . (6)
Basta go a isolar y1 substituir na xp essão de x para
obter a fórmula para o caso ∆ < 0 reno eando y2 = α1
e y3 = α3. Juntando os dois casos, obtemos a fórmula 5.

Vejamos o exemplo da equaçã quadrática x2− 6x+
10 = 0. Tem ∆ = −4 < 0. Do Teorema 1, as raízes são
os quatérnios
x = 3± i
√
1− α21 − α22 + α1 j+ α2k,
para quaisquer números reais α1, α2 tais que α21+ α
2
2 ≤ 1.
Note que se α0 = ±
√
1− α21 − α22, então α20 + α21 + α22 =
1. Assim, para cad ponto da esfera unitária de centro na
orige existe uma solução da equação (veja a Equação
6). Em particular, uma das soluções é obtida com y1 =
y2 =
√
1
2 e y3 = 0, que resulta no quatérnio
x = 3+
√
1
2
i+
√
1
2
j.
Também, raízes complexas 3± i v rificam a igualdade
α0
2 + α1
2 + α3
2 = 1, com α0 = ±1 e α1 = α2 = 0.
Ciência e Natur 4
3 Re lvendo ação qu drática
est seção apresent os ma versã da fórmula
quadrática p ra os quatérnios, utilizando as ideias da
Seção 4 do trabalh e N ven (NIVEN, 1941).
No Teorem 1 mostramos que quando o discrimi-
nante da equação é positiv ou nulo, ocorre o mesmo
que o caso real, isto é, há uas raízes reais qu coincidem
somente quando o iscriminante é nulo. Na segunda
possibili ade, quando o discrimi ante é negativo, há
uma mudança essencial: a equ ção tem infinitas solu-
ções nos quatérnios.
Te rema 1 (Fórmula Quadrática nos Quatérnios). Deno-
tando ∆ = b2 − 4ac, a raízes quatérnias da equação
ax2 + bx+ c = 0, com a, b, c ∈ R, a = 0, (4)
são obtidas pela fórmula
x =
−b±√∆− 4a2(α12 + α22)
2a
+ α1 j+ α2k, (5)
onde α1 e α2 são quaisquer dois números reais tais que:
1 21 +
2
2 ≤ −
∆
4a2
, quando ∆ < 0.
(2) 1 α2 = 0, quan o ∆ ≥ 0.
Antes de dem nstrarmos, cabe observar que:
• S ∆ ≥ 0, então α1 = α2 = 0 e há somente duas
r ízes reais (coincidentes quando ∆ = 0) dadas
pela fórmula clássica:
x =
−b±√∆
2a
.
• Se ∆ < 0, então as raízes são todos os quatérnios
da forma:
x = − b
2a
±
(√|∆| − 4a2(α12 + α22)
2a
)
i+ α1 j+ α2k,
onde α21 + α
2
2 ≤ −
∆
4a2
. Neste caso, quando α1 =
α2 = 0, tem-se as duas raízes complexas.
Demonstração: Completando quadrados, temos
ax2 + bx+ c = a
[ (
x+
b
2a
)2
− ∆
4a2
]
= 0.
Como a é não nul , p demos fazer a substituição y =
x+
b
2a
e restringir o problema à equação y2 − ∆
4a2
= 0.
Depois de resolvê-la, desfaremos a mudança. Como
buscamos raízes nos quatérnios, temos que existem y0,
y1, y2, y3 ∈ R tais qu
y = y0 + y1i+ y2 j+ y3k.
Pela Equação 2, o quadrado de y é
y02 − y12 − 2 − 32 2(y0y1i+ y0y2 j+ y0y3k).
Assim, como y2 =
∆
4a2
∈ R, podemos concluir q e
y02 − y12 − y22 − y32 = ∆4a2 e y0y1 = y0y2 = y0y3 = 0.
Se ∆ > 0, então a primeira igualdade temos y = 0. Da
segunda igualdade segue que y1 = y2 = y3 0. Assim,
as oluções sã y = y0 ±
√
∆
2a
. No cas ∆ = 0, temos
apenas u a solução y = 0. Portanto, as soluções da
Equação 4, para ∆ ≥ 0, são
x =
−b±√∆
a
.
Ass mindo ∆ < 0 obtemos y02 < y12 + y22 + y32. Desse
fato e da igualdade 0y1 = y0y = y0y3 = 0 segue que
y0 . Assim, y12 + y22 + y32 = − ∆4a2 . Portanto, temos
que as raízes são todos os quatérnios da forma
x = y1i+ y2 j+ y3k− ba
ond y1, y2 e y3 satisfazem a igualdade
y12 + y22 + y32 = − ∆4 2 . (6)
Basta agora isolar y1 e sub tituir na expressão de x p ra
obter a fórmula para o caso ∆ < 0, renomeando y2 = α1
e y3 = α3. Juntando os ois c sos, obtemos a fórmula 5.

Vejamos o exemplo da equação quadrática x2− 6x+
10 = 0. Temos ∆ = −4 < 0. Do Teorema 1, as raízes são
os quatérnios
x = 3± i
√
1− α21 − α22 + α1 j+ α2k,
para ai quer números reai α1, α2 tais que α21+ α
2
2 ≤ 1.
Note que se α0 = ±
√
1− α21 − α22, então α20 + α21 + α22 =
1. Assim, para cada ponto da esfera nitária de centro na
origem existe uma solução da equação (veja a Equação
6). Em particular, uma das soluções é obtida com y1 =
y2 =
√
1
2 e y3 = 0, que resulta no quatérnio
x = 3+
√
1
2
i+
√
1
2
j.
Também, raízes complexas 3± i verificam a igualdade
α0
2 + α1
2 + α3
2 = 1, com α0 = ±1 e α1 = α2 = 0.
Ciência e Natura 4
3 Resolvendo a equação qu drática
esta seção apresent uma versão da fórmula
quadrática p ra s uatérni , utilizand as id ia da
Seção 4 do t balho de Ni en (NIVEN, 1941).
No Teorema 1 mostramos que q ando o di crimi-
nante da equaçã é positivo ou nulo, ocorre o mesmo
que o caso real, i to é, há duas raízes r ais que coincidem
somente quando o discri inante é nulo. Na segunda
possibilidade, quando o discriminante é negativo, há
uma u ança essenci l: a equação t m infinitas solu-
ções nos quaté nios.
Teorema 1 (Fórmula Quadrática nos Quatérnios). Deno-
tando ∆ = b2 − 4 c, as raízes quatérnias da equação
ax2 + bx+ c = 0, c m a, b, c ∈ R, a  0, (4)
são obtidas pela fórmula
x =
−b±√∆− 4a2(α12 + α22)
2a
+ α1 j+ α2k, (5)
onde 1 e α2 são quaisquer dois números reais tais que:
(1) α21 + ≤ −
∆
4a2
, quando ∆ < 0.
(2) α1 = α2 = 0, quando ∆ ≥ 0.
Antes de demonstrarmos, cabe observar que:
• Se ∆ ≥ 0, e tã α1 = α2 = 0 e há s mente duas
r ízes reais (coincidentes quando ∆ = 0) dadas
pela fórmula clássica:
x =
−b±√∆
2a
.
• Se ∆ < 0, então as raízes são todos os quatérnios
da forma:
x = − b
2a
±
(√|∆| − 4a2(α12 + α22)
2a
)
i+ α1 j+ α2k,
onde α21 + α
2
2 ≤ −
∆
4a2
. Neste caso, quando α1 =
α2 = 0, tem-se as duas raízes complexas.
Demonstração: Completando quadrados, temos
ax2 + bx+ c = a
[ (
x+
b
2a
)2
− ∆
4a2
]
= 0.
Como a é não nulo, podemos fazer a substituição y =
x+
b
2a
e restringir o problema à equação y2 − ∆
4a2
= 0.
Depois de resolvê-la, desfaremos a mudança. Como
buscamos raízes nos quatérnios, temos que existem y0,
y1, y2, y3 ∈ R tais qu
y = y0 + 1i+ y2 j 3k.
Pela Equação , o quadrado de y é
y02 − y12 − y22 − y32 + 2(y0y1 + y0y2 j+ y0y3k).
Assim, como y2
∆
4a2
∈ R, podemos concluir que
y02 − y12 − y22 − y32 = ∆4a2 e y0y1 = y0y2 y0y3 = 0.
Se ∆ > 0, ent d primeira igualdade temos y0 = 0. Da
segunda ig alda e segue que y1 = y2 = y3 = 0. Assim,
as soluções são y = y0 = ±
√
∆
2
. No cas ∆ = 0, temos
apenas uma solução y = 0. Portanto, as soluções da
Equação 4, para ∆ ≥ 0, são
x =
−b±√∆
2a
.
Assumindo ∆ < 0 btemos y02 < y12 + y22 + y32. Desse
fato da igualdade y0y1 = y0y2 = y0y3 = 0 segue que
y0 = 0. Assim, y12 + y22 + y32 = − ∆4a2 . Portanto, temos
que as raízes são todos os quatérnios da forma
x = y1i+ y2 j+ y3k− b2a
onde y1, y2 e y3 satisfazem a igualdade
y12 + y22 + y32 = − ∆4a2 . (6)
Basta agora isolar y1 e substituir na expressão de x para
obter fó mula para o caso ∆ < 0, enomeando y2 = α1
e y3 = α3. Juntando os dois casos, obtemos a fórmula 5.

Vejamos o exemplo da equação quadrática x2− 6x+
10 = 0. Temos ∆ = −4 < 0. Do Teorema 1, as raízes são
os quatérnios
x = 3± i + α1 j+ α2k,
para quaisquer números reais α1, α2 ta s que α21+ α
2
2 ≤ 1.
Note que se α0 = ±
√
1− α21 − α22, então α20 + α21 + α22 =
1. Assim, para cada ponto da esfera unitária de centro na
origem existe uma solução da equação (veja a Equação
6). Em particular, uma das soluções é obtida com y1 =
y2 =
√
1
2 e y = 0, que resulta no quatérnio
x = 3+
√
1
2
i+
√
1
2
j.
Também, raízes complexas 3± i verificam a igualdade
α0
2 + α1
2 + α3
2 = 1, com α0 = ±1 e α1 = α2 = 0.
Ciência e Natura 4
3 Res lvendo equação qua rática
Nes a seção apres nt a versão da fórmula
adrática p ra s quatérnios, utilizand as i eia da
Seçã 4 do trabalh e N ve (NIVEN, 1941).
N Teorema 1 m stramos que quando o discri i-
nante da equ ção é positivo ou nulo, ocorr o mesmo
que o caso re l, isto é, há duas raíz s reais que coincidem
somente quando o discri nante é nulo. Na egunda
possibilidade, quando o discrimi te é ega ivo, há
uma mudança essencial: a equ ção tem infinitas solu-
ções nos quatérnios.
Te rema 1 (Fórmula Quadrátic nos Qu térnios). Deno-
tando ∆ b2 − 4ac, as raízes quatérnias da equação
ax2 + bx+ c = 0, com a, b, c ∈ R, a = 0, (4)
são obtidas pela fórmula
x
b±√∆− 4 2(α12 + α22)
2a
+ α1 j+ α2k, (5)
onde α1 e α2 são quaisquer dois números reais tais que:
(1) α21 + α
2
2 ≤ −
∆
4a2
, quando ∆ < 0.
(2) α1 = α2 = 0, quando ∆ ≥ 0.
Antes de demonstr rmos, cabe observar que:
• Se ∆ ≥ 0, entã α1 = α2 = 0 e há somente duas
raízes reais (c inc dentes quando ∆ = 0) dadas
p la fórmula clássica:
x =
−b±√∆
2a
.
• Se ∆ < 0, então as raízes são todos os quatérnios
da form :
x = − b
2a
±
(√|∆| − 4a2(α12 + α22)
2a
)
i+ α1 j+ α2k,
de α21 + α
2
2 ≤ −
∆
4a2
. Neste c s , quando α1 =
α2 = 0, tem-se as duas raízes complexas.
Demonstração: Completando quadrados, temos
x2 + bx+ c = a
[ (
x+
b
2a
)2
− ∆
4a2
]
= 0.
Como a é não nulo, podemos f zer a substituição y =
x+
b
2a
e restringir o problema à equação y2 − ∆
4a2
= 0.
Depois de resolvê-la, desfaremos a mudança. Como
bu ca os raízes n s quatérnios, temos que existem y0,
y1, y2, y3 ∈ R tais que
y = y0 + y1i+ y2 j+ k.
Pela Equ ção 2, quadrado de y é
y02 − y12 − y22 − y32 + (y0y1i+ y0y2 j+ y0y3k).
Assim, como 2 =
∆
4a2
∈ R, podemos concluir que
y02 − y12 − y22 − y32 = ∆4a2 0y1 = y0y2 = y y3 = 0.
S ∆ > 0, ntão da primeira igualdad temo y0 = 0. Da
segunda iguald de segue q e y1 = y2 = y3 = 0. Assim,
as soluções são y = y0 = ±
√
∆
2a
. No caso ∆ = 0, temos
apenas uma solução y = 0. Portanto, as soluções da
Equação 4, para ∆ ≥ 0, são
x =
−b±√∆
2a
.
Assumindo ∆ < 0 btemos y02 < y12 + y22 + y32. Desse
fato e da igualdade y0y1 = y0y2 = y0y3 = 0 segue que
y0 = 0. Assim, y12 + y22 + y32 = − ∆4a2 . Portanto, temos
que a raízes são todos os quatérnios da forma
x = y1i+ y2 j+ y3k− b2a
nde y1, y2 e y3 s tisfaz m a igualdade
y12 + y22 + y32 = − ∆4a2 . (6)
Ba ta ago a isolar y1 e substituir na expressão de x para
obter a fórmula para caso ∆ < 0 reno eando y2 = α1
e y3 = α3. Juntando os dois casos, obtemos a fórmula 5.

Vejamos o exemplo da equação quadrática x2− 6x+
10 = 0. Tem ∆ = −4 < 0. Do Teorema 1, as raízes são
os quatérnios
x = 3± i
√
1− α21 − α22 + α1 j+ α k,
para quaisqu r números reai α1, α2 tais que α21+ α
2
2 ≤ 1.
Note que se α0 = ±
√
1− α21 − α22, então α20 + α21 + α22 =
1. Assim, para cad p nto da esfera unitária de centro na
orige existe uma solução da equação (veja a Equação
6). Em particular, uma das soluções é obtida com y1 =
y2 =
√
1
2 e y3 = 0, que resulta no quatérnio
x = 3+
√
1
2
i+
√
1
2
j.
Também, raízes complexas 3± i verificam a igualdade
α0
2 + α1
2 + α3
2 = 1, com α0 = ±1 e α1 = α2 = 0.
Ciência e Natura 4
3 Resolvendo equaçã quadrática
Nesta s ção apresen a ma ver ão da fórmul
adrática p r os quatérnios, utilizando as ideias
Seção 4 o trabalho e Nive (NIVEN, 1941).
No T orema 1 m tramos que quando o discri i-
nante da equação é positiv ou nul , ocorre mesmo
que o caso real, ist é, há dua raízes reais que coincidem
s nte quando o is riminante é lo. Na egunda
possibili de, qua d o iscrimin nte é negativo, há
uma mudança essencial: a equação tem infinitas solu-
ções nos quatérnios.
Teorem 1 (Fórmul Quadrática nos Quatérnios). Deno-
tando ∆ = b − 4ac, as raízes quatérnias da equação
ax2 + bx+ c = 0, com a, b, c ∈ R, a = 0, (4)
são obtidas pel fórmula
x =
−b±√ − 4a2(α1 + α22)
2a
+ α1 j α2k, (5)
onde α1 e α2 são quaisquer dois números reais tais que:
(1) α21 + α
2
2 ≤ −
∆
4a2
, qua o ∆ < 0.
(2) α1 α2 = 0, qua do ∆ ≥ 0.
Antes de demonstrarmos, cabe observar que:
• Se ∆ ≥ 0, então α1 = α2 = 0 e há somente du
raíz eais ( incid ntes quando ∆ = 0) dadas
pela fórmula clássica:
x =
−b±√∆
2a
.
• Se ∆ < 0, então as raízes são todos os quatérnios
da forma:
x = − b
2a
±
(√|∆| − 4a2(α12 + α22)
2a
)
i+ α1 j+ α2k,
onde α21 + α
2
2 ≤ −
∆
4a2
. Neste caso, quando α1 =
α2 = 0, tem-se as duas raízes complexas.
De onstração: Completando quadrados, temos
ax2 + bx+ c = a
[ (
x+
b
2
)2
− ∆
4a2
]
= .
Como a é não nulo, podemos fazer a substituição y =
x+
b
2a
e restringir o problema à equaçã y2 − ∆
4a2
= 0.
Depois e resolvê-la, de faremos a mudança. Como
bu camos raízes nos quatérni s, temos que existem y0,
1, y2, y3 ∈ R tais que
y = y0 + y1i+ y2 j+ y3k.
P la Equação , qu drado de é
y02 − y12 − y22 − 32 + 2(y0y1i+ y0y2 j+ y3k).
Assim, como y =
∆
4a2
∈ R, podemos concluir que
y02 − y12 − y22 − y32 = ∆4 2 e y0y1 = y0y2 = y0y3 = 0.
Se ∆ > 0, então da primeira igualdad te s y0 = 0. D
s g nda igu ld de segue que y1 = y2 = y3 = 0. Assim,
s soluções sã y = y ±
√
∆
a
. No caso ∆ = 0, t mos
apenas uma solução = 0. P rtanto, as soluções da
Equação 4, para ∆ ≥ 0, são
x =
−b±√∆
2a
.
Assumindo ∆ < 0 obtemos y02 < y12 + y22 + y32. Dess
fato e da igualdade y0y1 = y0y2 = y0y3 = 0 segue que
y0 = 0. Ass m, y12 + y22 + y32 = − ∆4 2 . P rt nt , temos
que s raíze são todos os quatér ios da form
x = y1i+ y2 j+ y3k− b2a
nde y1, y2 e y3 s tisfazem a igualdade
y12 + y22 + y32 = − ∆4a2 . (6)
Basta gora i olar y e substituir na xpressão de x para
obter a fórmul para o caso ∆ < 0, renome ndo y2 = α1
e y3 = α3. Juntando os dois casos, obtemos a fórmula 5.

Vejamos o exe plo da equaçã quadrática x2− 6x+
10 = 0. Temos ∆ = −4 < 0. Do Teorema 1, as raízes são
os quatérnios
x = 3± i
√
1− α21 − α22 + α1 j+ α2k,
para quaisquer números reais α1, α2 t is que α21+ α
2
2 ≤ 1.
Note qu se α0 = ±
√
1− α21 − α22, então α20 + α21 + α22 =
1. Assi , para cada ponto da esfera unitária de centro na
orige existe uma solução da equação (veja a Equação
6). Em particular, uma das soluções é obtida com y1 =
y2 =
√
1
2 e y3 = 0, que resulta no quatérnio
x = 3+
√
1
2
i+
√
1
2
j.
Também, raízes complexas 3± i v rificam a igualdade
α0
2 + α1
2 + α3
2 = 1, com α0 = ±1 e α1 = α2 = 0.
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3 Res lvend a equaçã quadrát ca
Nesta seção apresentam ma versão da fórmul
adrátic p r os quatérnios, utilizando as ideias a
Seção 4 o trabalho de Nive (NIVEN, 1941).
No T orema 1 m tramos qu q ando o discri i-
nant da equação é pos tivo ou ulo, oco r mesm
que c so real, i t é, há uas raíze reais q coincidem
s m te ndo iscrimin nte é ulo. Na egunda
p sibili e, quando o discrimi nte é negativo, há
uma mudança essencial: a equação tem infinitas solu-
ções nos quatérnios.
Te rema 1 (Fórmul Quadrática nos Quatérnios). Deno-
tando ∆ = b2 − 4ac, as raízes quatérnias da equação
x + bx+ c = 0, com a, b, c ∈ R, a = 0, (4)
são obtidas pela fórmula
x =
−b±√∆− 4 2(α12 + α22)
2a
+ α1 j+ α2k, (5)
onde 1 e α2 são quaisquer dois números reais t is que:
(1) α21 +
2
2 ≤ −
∆
4a2
, quando ∆ < 0.
(2) α1 = α2 = 0, quando ∆ ≥ 0.
Antes de dem nstrar s, c be ob ervar que:
• S ∆ ≥ 0, então α1 = α2 = 0 e há somente du
raízes eais ( oincidentes quando ∆ = 0) dadas
pela fórmula clássica:
x =
−b±√∆
2a
.
• Se ∆ < 0, então as raízes são tod s os quatérnios
da forma:
x = − b
a
±
(√|∆| − 4a2(α12 + α22)
2a
)
i+ α1 j+ α2k,
onde α21 + α
2
2 ≤ −
∆
4a2
. Neste ca o, quando α1
α2 = 0, tem-se as duas raízes complexas.
De onstração: C m letando quadr dos, temos
ax2 + bx+ c = a
[ (
x+
b
2a
)2
− ∆
4a2
]
= 0.
Como a é não nulo, podemos fazer a substituição y =
x+
b
2a
e restringir o problema à equaçã y2 − ∆
4a2
= 0.
Depois de resolvê-la, desfaremos a mudança. Como
b scamos raízes nos quatérnios, temos que existem y0,
y1, y2, y3 ∈ R tais e
= y0 + y1i+ 2 j+ y3k.
Pela Equação 2, o quadrado de é
y02 − y12 − 2 − 3 2(y0y1i+ y0y2 j+ y y3k).
As im, como y2 =
∆
4a2
∈ R, podemos concluir qu
y02 − y12 − y22 − y32 = ∆4a2 e y0y1 = y0y2 = y0 3 0.
Se ∆ > 0, então d primeira igualdade t os y = 0. Da
segunda igu ld de g e que y1 = y2 = y3 = 0. Assim,
as soluções são y = 0 = ±
√
∆
. No c so ∆ = 0, temos
apenas u a solução y = 0. Portanto, as oluçõ s da
Equação 4, para ∆ ≥ 0, são
x =
−b±√∆
2a
.
Assumindo ∆ < 0 obtemos y02 < y12 + y2 y32. Dess
fato e da igu ldade y0y1 = y0y = y0y3 = 0 segue que
y0 = 0. Assim, 12 y22 y32 4 2
. Portant , temos
qu as raíz s são t d s quatérni da f rma
x = y1i+ y2 j+ y3k− b2a
nde y1, y2 e y3 satisfazem a igualdade
y12 + y22 + y32 = − ∆4a2 . (6)
Basta ago a isolar y1 e sub tituir na xpressão de x para
obter a fórmul para o caso ∆ < 0, renomeando y2 = α1
e y3 = α3. Juntando os dois casos, obtemos a fórmula 5.

Vej m s o exemplo da equaçã quadrática x2− 6x+
10 = 0. Temos ∆ = −4 < 0. Do Teorema 1, as raízes são
os quatérnios
x = 3± i 1− α21 − α22 + α1 j+ α2k,
para quaisquer números reais α1, α2 tais que α21+ α
2
2 ≤ 1.
Not que se α0 = ±
√
1− α21 − α22, ntã α20 + α21 + α22
1. Assim, para cada ponto da esfera unitária de centro na
origem existe uma solução da equação (veja a Equação
6). Em particular, uma das soluções é obtida com y1 =
y2 =
√
1
2 e y3 = 0, que resulta no quatérnio
x = 3+
√
1
2
i+
√
1
2
j.
Também, raízes complexas 3± i v rificam a igualdade
α0
2 + α1
2 + α3
2 = 1, com α0 = ±1 e α1 = α2 = 0.
Ciência e Natura 4
3 R solvendo a equaçã quadrática
Nesta seç apresentam s u a versão da fórmula
quadrática para s quatérnios, utilizando as ideias da
Seção 4 do t abalho de Niven (NIVEN, 1941).
No T orema 1 mostra que quando o discrimi-
nante da equação é positivo ou nulo, ocorre o mesmo
que o caso real, isto é, há duas raízes reais que coinci em
somente quan o o d s ri inante é ulo. Na segunda
possibilidade, qu ndo o iscriminante é negativo, há
uma udança essencial: a equação tem infinitas solu-
ções nos quaté nios.
Teorem 1 (Fórm la Qua rática nos Qu térnios). Deno-
tando ∆ = b2 − 4ac, as raízes quatérnias da equação
ax2 + bx+ c = 0, com a, b, c ∈ R, a = 0, (4)
são obtidas pel fórmul
x =
−b±√∆− 4a2(α12 + α22)
2a
+ α1 j+ α2k, (5)
onde α1 e α2 ão quaisquer dois números reais t is que:
(1) 21 + α
2
2 ≤ −
∆
4a2
, quando ∆ < 0.
(2) α1 = α2 = 0, quando ∆ ≥ 0.
Antes de demonstrarmos, c be observar q e:
≥ , então α1 = α2 = 0 e há s mente dua
raízes reais (coincident quando ∆ = 0) dadas
pela fórmula clássica:
x =
−b±√∆
2a
.
• Se ∆ < 0, então as r ízes são to os os quatérnios
da form :
x = − b
2a
±
(√|∆| − 4a2(α12 + α22)
2a
)
i+ α1 j+ α2k,
onde α21 + α
2
2 ≤ −
∆
4a2
. Neste cas , quando α1 =
α = 0, tem-se as uas raízes complexas.
De onstraç : Com letand quad ados, temos
ax2 + bx+ c = a
[ (
x+
b
2a
)2
− ∆
4a2
]
= 0.
Como a é não nulo, podemos fazer a substituição y =
x+
b
2
e restringir o problema à equação y2 − ∆
4a2
= 0.
Depois de resolvê-l , desfaremos a mudança. Como
buscamos raízes nos quatérni s, temos que existem y0,
y1, y2, y3 ∈ R tais que
y y0 + y1i+ y2 j+ y3k.
P la Equação 2, o qu drado de y é
y02 − y1 − y22 − y32 + 2(y0y1i+ y0y2 j+ y0y3k).
Assim, como y2 =
∆
4a2
∈ R, podemos concluir que
y02 − y12 − y22 − y32 ∆4a2 0y1 = y0y2 = y0y3 = 0.
Se ∆ > 0, então da primeira igualdade temos y0 = 0. Da
seg nda iguald de segue que y1 = y2 = y3 = 0. Assim,
as soluções sã y = y0 = ±
√
∆
2a
. N caso ∆ = 0, temos
apenas u a solução y = 0. Portanto, as soluçõ s da
Equação 4, para ∆ ≥ 0, são
x =
−b±√∆
2
.
Assu indo ∆ < 0 obtemos y02 < y12 + y2 y32. Desse
fato e d igualdade y0y1 = y0y2 = y0y3 = 0 s gue que
y0 = 0. Assim, y12 y22 y32
∆
4a2
. Port nt , temos
que as raízes são todos os quatérnios da forma
x = y1i+ y2 j+ y3k− b2a
onde y1, y2 e y3 satisfazem a igualdade
y12 + y22 + y32 = − ∆4a2 . (6)
Basta gora i lar y1 e substituir na xpressão de x para
bter fór ula para o caso ∆ < 0, renomeando y2 = α1
e y3 = α3. J nta do os dois casos, obtemos a fórmula 5.

Vejamos o exe pl da equação quadrá ca x2− 6x+
0 = 0. Temos ∆ = −4 < 0. Do Teorema 1, as raízes são
s quatérnios
x = 3± i
√
1− α21 − α22 + α1 j+ α2k,
para quaisquer números reais α1, α2 tais que α21+ α
2
2 ≤ 1.
Note que se α0 = ±
√
1− α21 − α22, então α20 + α21 + α22 =
1. Assi , p ra cada ponto da esfera unitária de centro na
origem existe uma solução da equação (vej a Equação
6). Em particular, u a das soluçõ s é obtid com y1 =
y2 =
√
2 e y3 = 0, que resulta no quatérnio
x = 3+
√
1
2
i+
√
1
2
j.
Também, raízes complexas 3± i verificam a igualdade
α0
2 + α1
2 + α3
2 = 1, com α0 = ±1 e α1 = α2 = 0.
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5 Fórmulas resolutivas das equações quadrática e cúbica sobre os quatérnios de Hamilton
4 Resolvendo a equação cúbica
Como citamos na introdução, a equação cúbica clás-
sica
x3 + ax2 + bx+ c = 0, com a, b, c ∈ R,
é reduzida à equação
y3 + py+ q = 0. (7)
por meio da mudança de variável x = y − a
3
, donde
obtêm-se que uma raiz é determinada pela Fórmula de
Cardano:
y =
3
√
− q
2
+
√
p3
27
+
q2
4
+
3
√
− q
2
−
√
p3
27
+
q2
4
. (8)
Os cálculos omitidos podem ser vistos na Seção 2, Cap.
5 de (HEFEZ A.; VILLELA, 2012).
Nosso objetivo nesta seção é obter uma fórmula
análoga admitindo que as raízes da Equação 7 podem
ser quatérnias. Isto é feito no Teorema 3. Para isso
precisamos antes estudar as raízes reais e complexas da
Equação 7.
A Fórmula 8 pode ser escrita como
y1 =
3
√
Q+ R+ 3
√
Q− R, (9)
R =
√
P3 +Q2, Q = − q
2
, e P =
p
3
.
As outras duas raízes da Equação 7 são
y2 = ω 3
√
Q+ R+ω2 3
√
Q− R (10)
y3 = ω2 3
√
Q+ R+ω 3
√
Q− R (11)
onde
ω = −1
2
+ i
√
3
2
.
é uma raiz cúbica primitiva da unidade e ω2 = ω. A
demonstração de que y1, y2 e y3 são de fato as raízes
da Equação 7 pode ser vista em (HEFEZ A.; VILLELA,
2012). Substituindo ω nas expressões 10 e 11 obtemos
y2 = −12 (S+ T) + i
√
3
2
(S− T) (12)
y3 = −12 (S+ T)− i
√
3
2
(S− T) (13)
onde S = 3
√
Q+ R e T = 3
√
Q− R.
Agora precisamos determinar a natureza das raízes
da Equação 7 em função discriminante D = P3 + Q2.
Mesmo quando ele for negativo, veremos na demonstra-
ção do Teorema 2 que podemos escolher, por meio da
fórmula (8), uma raiz real.
Teorema 2. Seja D o discriminante definido anteriormente.
A Equação 7 possui
(1) A raiz real y1, dada pela expressão 9, e duas raízes
complexas y2 e y3 das expressões 10 e 11, se D > 0;
(2) Três raízes reais, se D ≤ 0. Neste caso, y2 e y3 também
são reais.
Demonstração: Se D > 0, então R =
√
D é real. Conse-
quentemente, S e T também são reais e distintos. Segue
que as raízes y2 e y3 são complexas não reais e con-
jugadas. Isto conclui a demonstração da afirmação 1.
Supondo D = 0, decorre de 9 que uma raiz (real) é
2 3
√
Q. De 12 e 13 segue que as outras duas raízes são
(também reais) y2 = y3 = − 3
√
Q, pois S = T. Vamos
agora assumir D < 0. Com S e T já defindos, temos
S3 = Q+ i
√
|D| = Q− i
√
|D| = T3 = T3.
Sendo 3
√
Q+ i
√|D| = γ1 + iγ2, temos 3√Q− i√|D| =
γ1 − iγ2. Assim, S = T e y1 = S + T = T + T fica
igual à parte real de T multiplicada por 2. Portanto,
y1 ∈ R. Substituindo S = T em 12 e 13 temos que y2 e
y3 também são reais. 
Podemos agora demonstrar o resultado principal da
seção, que generaliza diretamente o Teorema 2 para os
quatérnios. Na demonstração utilizaremos os conceitos e
propriedades de norma e traço introduzidos na segunda
seção.
Teorema 3 (Fórmula de Cardano nos Quatérnios). Man-
tendo a notação para D = P3 +Q2, tem-se:
(1) Se D > 0, então as raízes da Equação 7 em H são todos
os quatérnios da forma
y = −1
2
y1 ±
√− q
y1
− y
2
1
4
− (α21 + α22)
 i+ α1 j+ α2k
onde
• y1 = 3
√
− q
2
+
√
p3
27
+
q2
4
+
3
√
− q
2
−
√
p3
27
+
q2
4
,
• α1, α2 são quaisquer dois números reais tais que
α21 + α
2
2 ≤
−4q− y31
4y1
.
Em particular, se α1 = α2 = 0, então a primeira ex-
pressão produz as duas raízes complexas conjugadas
descritas nas expressões 12 e 13.
(2) Se D ≤ 0, então a Equação 7 admite somente as três raízes
reais descritas no Teorema 2.
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3 Resolvendo a equação quadrática
Nesta seção apresentamos uma versão da fórmula
quadrática para os quatérnios, utilizando as ideias da
Seção 4 do trabalho de Niven (NIVEN, 1941).
No Teorema 1 mostramos que quando o discrimi-
nante da equação é positivo ou nulo, ocorre o mesmo
que o caso real, isto é, há duas raízes reais que coincidem
somente quando o discriminante é nulo. Na segunda
possibilidade, quando o discriminante é negativo, há
uma mudança essencial: a equação tem infinitas solu-
ções nos quatérnios.
Teorema 1 (Fórmula Quadrática nos Quatérnios). Deno-
tando ∆ = b2 − 4ac, as raízes quatérnias da equação
ax2 + bx+ c = 0, com a, b, c ∈ R, a = 0, (4)
são obtidas pela fórmula
x =
−b±√∆− 4a2(α12 + α22)
2a
+ α1 j+ α2k, (5)
onde α1 e α2 são quaisquer dois números reais tais que:
(1) α21 + α
2
2 ≤ −
∆
4a2
, quando ∆ < 0.
(2) α1 = α2 = 0, quando ∆ ≥ 0.
Antes de demonstrarmos, cabe observar que:
• Se ∆ ≥ 0, então α1 = α2 = 0 e há somente duas
raízes reais (coincidentes quando ∆ = 0) dadas
pela fórmula clássica:
x =
−b±√∆
2a
.
• Se ∆ < 0, então as raízes são todos os quatérnios
da forma:
x = − b
2a
±
(√|∆| − 4a2(α12 + α22)
2a
)
i+ α1 j+ α2k,
onde α21 + α
2
2 ≤ −
∆
4a2
. Neste caso, quando α1 =
α2 = 0, tem-se as duas raízes complexas.
Demonstração: Completando quadrados, temos
ax2 + bx+ c = a
[ (
x+
b
2a
)2
− ∆
4a2
]
= 0.
Como a é não nulo, podemos fazer a substituição y =
x+
b
2a
e restringir o problema à equação y2 − ∆
4a2
= 0.
Depois de resolvê-la, desfaremos a mudança. Como
buscamos raízes nos quatérnios, temos que existem y0,
y1, y2, y3 ∈ R tais que
y = y0 + y1i+ y2 j+ y3k.
Pela Equação 2, o quadrado de y é
y02 − y12 − y22 − y32 + 2(y0y1i+ y0y2 j+ y0y3k).
Assim, como y2 =
∆
4a2
∈ R, podemos concluir que
y02 − y12 − y22 − y32 = ∆4a2 e y0y1 = y0y2 = y0y3 = 0.
Se ∆ > 0, então da primeira igualdade temos y0 = 0. Da
segunda igualdade segue que y1 = y2 = y3 = 0. Assim,
as soluções são y = y0 = ±
√
∆
2a
. No caso ∆ = 0, temos
apenas uma solução y = 0. Portanto, as soluções da
Equação 4, para ∆ ≥ 0, são
x =
−b±√∆
2a
.
Assumindo ∆ < 0 obtemos y02 < y12 + y22 + y32. Desse
fato e da igualdade y0y1 = y0y2 = y0y3 = 0 segue que
y0 = 0. Assim, y12 + y22 + y32 = − ∆4a2 . Portanto, temos
que as raízes são todos os quatérnios da forma
x = y1i+ y2 j+ y3k− b2a
onde y1, y2 e y3 satisfazem a igualdade
y12 + y22 + y32 = − ∆4a2 . (6)
Basta agora isolar y1 e substituir na expressão de x para
obter a fórmula para o caso ∆ < 0, renomeando y2 = α1
e y3 = α3. Juntando os dois casos, obtemos a fórmula 5.

Vejamos o exemplo da equação quadrática x2− 6x+
10 = 0. Temos ∆ = −4 < 0. Do Teorema 1, as raízes são
os quatérnios
x = 3± i
√
1− α21 − α22 + α1 j+ α2k,
para quaisquer números reais α1, α2 tais que α21+ α
2
2 ≤ 1.
Note que se α0 = ±
√
1− α21 − α22, então α20 + α21 + α22 =
1. Assim, para cada ponto da esfera unitária de centro na
origem existe uma solução da equação (veja a Equação
6). Em particular, uma das soluções é obtida com y1 =
y2 =
√
1
2 e y3 = 0, que resulta no quatérnio
x = 3+
√
1
2
i+
√
1
2
j.
Também, raízes complexas 3± i verificam a igualdade
α0
2 + α1
2 + α3
2 = 1, com α0 = ±1 e α1 = α2 = 0.
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4 Resolvendo a equação cúbica
Como citamos na introdução, a equação cúbica clás-
sica
x3 + ax2 + bx+ c = 0, com a, b, c ∈ R,
é reduzida à equação
y3 + py+ q = 0. (7)
por meio da mudança de variável x = y − a
3
, donde
obtêm-se que uma raiz é determinada pela Fórmula de
Cardano:
y =
3
√
− q
2
+
√
p3
27
+
q2
4
+
3
√
− q
2
−
√
p3
27
+
q2
4
. (8)
Os cálculos omitidos podem ser vistos na Seção 2, Cap.
5 de (HEFEZ A.; VILLELA, 2012).
Nosso objetivo nesta seção é obter uma fórmula
análoga admitindo que as raízes da Equação 7 podem
ser quatérnias. Isto é feito no Teorema 3. Para isso
precisamos antes estudar as raízes reais e complexas da
Equação 7.
A Fórmula 8 pode ser escrita como
y1 =
3
√
Q+ R+ 3
√
Q− R, (9)
R =
√
P3 +Q2, Q = − q
2
, e P =
p
3
.
As outras duas raízes da Equação 7 são
y2 = ω 3
√
Q+ R+ω2 3
√
Q− R (10)
y3 = ω2 3
√
Q+ R+ω 3
√
Q− R (11)
onde
ω = −1
2
+ i
√
3
2
.
é uma raiz cúbica primitiva da unidade e ω2 = ω. A
demonstração de que y1, y2 e y3 são de fato as raízes
da Equação 7 pode ser vista em (HEFEZ A.; VILLELA,
2012). Substituindo ω nas expressões 10 e 11 obtemos
y2 = −12 (S+ T) + i
√
3
2
(S− T) (12)
y3 = −12 (S+ T)− i
√
3
2
(S− T) (13)
onde S = 3
√
Q+ R e T = 3
√
Q− R.
Agora precisamos determinar a natureza das raízes
da Equação 7 em função discriminante D = P3 + Q2.
Mesmo quando ele for negativo, veremos na demonstra-
ção do Teorema 2 que podemos escolher, por meio da
fórmula (8), uma raiz real.
Teorema 2. Seja D o discriminante definido anteriormente.
A Equação 7 possui
(1) A raiz real y1, dada pela expressão 9, e duas raízes
complexas y2 e y3 das expressões 10 e 11, se D > 0;
(2) Três raízes reais, se D ≤ 0. Neste caso, y2 e y3 também
são reais.
Demonstração: Se D > 0, então R =
√
D é real. Conse-
quentemente, S e T também são reais e distintos. Segue
que as raízes y2 e y3 são complexas não reais e con-
jugadas. Isto conclui a demonstração da afirmação 1.
Supondo D = 0, decorre de 9 que uma raiz (real) é
2 3
√
Q. De 12 e 13 segue que as outras duas raízes são
(também reais) y2 = y3 = − 3
√
Q, pois S = T. Vamos
agora assumir D < 0. Com S e T já defindos, temos
S3 = Q+ i
√
|D| = Q− i
√
|D| = T3 = T3.
Sendo 3
√
Q+ i
√|D| = γ1 + iγ2, temos 3√Q− i√|D| =
γ1 − iγ2. Assim, S = T e y1 = S + T = T + T fica
igual à parte real de T multiplicada por 2. Portanto,
y1 ∈ R. Substituindo S = T em 12 e 13 temos que y2 e
y3 também são reais. 
Podemos agora demonstrar o resultado principal da
seção, que generaliza diretamente o Teorema 2 para os
quatérnios. Na demonstração utilizaremos os conceitos e
propriedades de norma e traço introduzidos na segunda
seção.
Teorema 3 (Fórmula de Cardano nos Quatérnios). Man-
tendo a notação para D = P3 +Q2, tem-se:
(1) Se D > 0, então as raízes da Equação 7 em H são todos
os quatérnios da forma
y = −1
2
y1 ±
√− q
y1
− y
2
1
4
− (α21 + α22)
 i+ α1 j+ α2k
onde
• y1 = 3
√
− q
2
+
√
p3
27
+
q2
4
+
3
√
− q
2
−
√
p3
27
+
q2
4
,
• α1, α2 são quaisquer dois números reais tais que
α21 + α
2
2 ≤
−4q− y31
4y1
.
Em particular, se α1 = α2 = 0, então a primeira ex-
pressão produz as duas raízes complexas conjugadas
descritas nas expressões 12 e 13.
(2) Se D ≤ 0, então a Equação 7 admite somente as três raízes
reais descritas no Teorema 2.
5 Fórmulas resolutivas das equações qua rática e cúbica sobre os quatérnios de Hami ton
4 Resolvendo a equação cúbica
Como citamos na introdução, a equação cúbica clás-
sica
x3 + ax2 + bx+ c = 0, com a, b, c ∈ R,
é reduzida à equação
y3 + py+ q = 0. (7)
por meio da mudança de variável x = y − a
3
, donde
obtêm-se que uma raiz é determinada pela Fórmula de
Cardano:
y =
3
√
− q
2
+
√
p3
27
+
q2
4
+
3
√
− q
2
−
√
p3
27
+
q2
4
. (8)
Os cálculos omitidos podem ser vistos na Seção 2, Cap.
5 de (HEFEZ A.; VILLELA, 2012).
Nosso objetivo nesta seção é obter uma fórmula
análoga admitindo que as raízes da Equação 7 podem
ser quatérnias. Isto é feito no Teorema 3. Para isso
precisamos antes estudar as raízes reais e complexas da
Equação 7.
A Fórmula 8 pode ser escrita como
y1 =
3
√
Q+ R+ 3
√
Q− R, (9)
R =
√
P3 +Q2, Q = − q
2
, e P =
p
3
.
As outras duas raízes da Equação 7 são
y2 = ω 3
√
Q+ R+ω 3
√
Q− R (10)
y3 = ω2 3
√
Q+ R+ω 3
√
Q− R (11)
onde
ω = −1
2
+ i
√
3
2
.
é uma raiz cúbica primitiva da unidade e ω2 = ω. A
demonstração de que y1, y2 e y3 são de fato as raízes
da Equação 7 pode ser vista em (HEFEZ A.; VILLELA,
2012). Substituindo ω nas expressões 10 e 11 obtemos
y2 = −12 (S+ T) + i
√
3
2
(S− T) (12)
y3 = −12 (S+ T)− i
√
3
2
(S− T) (13)
onde S = 3
√
Q+ R e T = 3
√
Q− R.
Agora precisamos determinar a natureza das raízes
da Equação 7 em função discriminante D = P3 + Q2.
Mesmo quando ele for negativo, veremos na demonstra-
ção do Teorema 2 que podemos escolher, por meio da
fórmula (8), uma raiz real.
Te rema 2. Seja D o discriminante definido anteriormente.
A Equação 7 possui
(1) A raiz real y1, dada pela expressão 9, e duas raízes
complexas y2 e y3 das expressões 10 e 11, se D > 0;
(2) Três raízes reais, se D ≤ 0. Neste caso, y2 e y3 também
são reais.
Demonstração: Se D > 0, então R =
√
D é real. Conse-
quentemente, S e T também são reais e distintos. Segue
que as raízes y2 e y3 são complexas não reais e con-
jugadas. Isto conclui a demonstração da afirmação 1.
Supondo D = 0, decorre de 9 que uma raiz (real) é
2 3
√
Q. De 12 e 13 segue que as outras duas raízes são
(também reais) y2 = y3 = − 3
√
Q, pois S = T. Vamos
agora assumir D < 0. Com S e T já defindos, temos
S3 = Q+ i
√
|D| = Q− i
√
|D| = T3 = T3.
Sendo 3
√
Q+ i
√|D| = γ1 + iγ2, temos 3√Q− i√|D| =
γ1 − iγ2. Assim, S = T e y1 = S + T = T + T fica
igual à parte real de T multiplicada por 2. Portanto,
y1 ∈ R. Substituindo S = T em 12 e 13 temos que y2 e
y3 também são reais. 
Podemos agora demonstrar o resultado principal da
seção, que generaliza diretamente o Teorema 2 para os
quatérnios. Na demonstração utilizaremos os conceitos e
propriedades de norma e traço int duzidos na s gunda
seção.
Teorema 3 (Fórmula de Cardano nos Quatérnios). Man-
tendo a notação para D = P3 +Q2, tem-se:
(1) Se D > 0, então as raízes da Equação 7 em H são todos
os quatérnios da forma
y = −1
2
y1 ±
√− q
y1
− y
2
1
4
− (α21 + α22)
 i+ α1 j+ α2k
onde
• y1 = 3
√
− q
2
+
√
p3
27
+
q2
4
+
3
√
− q
2
−
√
p3
27
+
q2
4
,
• α1, α2 são quaisquer dois números reais tais que
α21 + α
2
2 ≤
−4q− y31
4y1
.
Em particular, se α1 = α2 = 0, então a primeira ex-
pressão produz as duas raízes complexas conjugadas
descritas nas expressões 12 e 13.
(2) Se D ≤ 0, então a Equação 7 admite somente as três raízes
reais descritas no Teorema 2.
5 Fórmulas resolutivas das equações quadrática e cúbica sobre os quatérnios de Hamilton
4 Resolvendo a equação cúbica
Como citamos na introdução, a equação cúbica clás-
sica
x3 + ax2 + bx+ c = 0, com a, b, c ∈ R,
é reduzida à equação
y3 + py+ q = 0. (7)
por eio da mudança de variável x = y − a
3
, don e
obtêm-se que uma raiz é determinada pela Fórmula de
Cardano:
y =
3
√
− q
2
+
√
p3
27
+
q2
4
+
3
√
− q
2
−
√
p3
27
+
q2
4
. (8)
Os cálculos omitidos podem ser vistos na Seção 2, Cap.
5 de (HEFEZ A.; VILLELA, 2012).
Nosso objetivo nesta seção é obter uma fórmula
análoga admitindo que as raízes da Equação 7 podem
ser quatérnias. Isto é feito no Teorema 3. Para isso
precisamos antes estudar as raízes reais e complexas da
Equação 7.
A Fórmula 8 pode ser escrita como
y1 =
3
√
Q+ R+ 3
√
Q− R, (9)
R =
√
P3 +Q2, Q = − q
2
, e P =
p
3
.
As outras duas raízes da Equação 7 são
y2 = ω 3
√
Q+ R+ω2 3
√
Q− R (10)
y3 = ω2 3
√
Q+ R+ω 3
√
Q− R (11)
onde
ω = −1
2
+ i
√
3
2
.
é uma raiz cúbica primitiva da unidade e ω2 = ω. A
demonstração de que y1, y2 e y são de fato as raízes
da Equação 7 pode ser vista em (HEFEZ A.; VILLELA,
2012). Substituindo ω nas expressões 10 e 11 obtemos
y2 = −12 (S+ T) + i
√
3
2
(S− T) (12)
y3 = −12 (S+ T)− i
√
3
2
(S− T) (13)
onde S = 3
√
Q+ R e T = 3
√
Q− R.
Agora precisamos determinar a natureza das raízes
da Equação 7 em função discriminante D = P3 + Q2.
Mesmo quando ele for negativo, veremos na demonstra-
ção do Teorema 2 que podemos escolher, por meio da
fórmula (8), uma raiz real.
Teorema 2. Seja D o discriminante definido anteriormente.
A Equação 7 possui
(1) A raiz real y1, dada pela expressão 9, e duas raízes
complexas y2 e y3 das expressões 10 e 11, se D > 0;
(2) Três raízes reais, se D ≤ 0. Neste caso, y2 e y3 também
são eais.
Demonstração: Se D > 0, entã R =
√
D é real. Conse-
quentemente, S e T também são reais e distintos. Segue
que as raízes y2 e y3 são complexas não reais e con-
jugadas. Isto conclui a demonstração da afirmação 1.
Supondo D = 0, decorre de 9 que uma raiz (real) é
2 3
√
Q. De 12 e 13 segue que as outras duas raízes são
(também reais) y2 = y3 = − 3
√
Q, pois S = T. Vamos
agora assumir D < 0. Com S e T já defindos, temos
S3 = Q+ i
√
|D| = Q− i
√
|D| = T3 = T3.
Sendo 3
√
Q+ i
√|D| γ1 + iγ2, temos 3√Q− i√|D| =
γ1 − iγ2. Assim, S = T e y1 = S + T = T + T fica
igual à parte real de T multiplicada por 2. Porta to,
y1 ∈ R. Substituindo S = T em 12 e 13 temos que y2
y3 também são reais. 
Podemos agora demonstrar o resultado principal da
seção, que generaliza diretamente o Teorema 2 para os
quatérnios. Na demonstração utilizaremos os conceitos e
propriedades de norma e traço introduzidos na segunda
seção.
Teorema 3 (Fórmula de Cardano nos Quatérnios). Man-
tendo a notação para D = P3 +Q2, tem-se:
(1) Se D > 0, então as raízes da Equação 7 em H são todos
os quatérnios da forma
y = −1
2
y1 ±
√− q
y1
− y
2
1
4
− (α21 + α22)
 i+ α1 j+ α2k
onde
• y1 = 3
√
− q
2
+
√
p3
27
+
q2
4
+
3
√
− q
2
−
√
p3
27
+
q2
4
,
• α1, α2 são quaisquer dois números reais tais que
α21 + α
2
2 ≤
−4q− y31
4y1
.
Em particular, se α1 = α2 = 0, então a primeira ex-
pressão produz as duas raízes complexas conjugadas
descritas nas expressões 12 e 13.
(2) Se D ≤ 0, então a Equação 7 admite somente as três raízes
reais descritas no Teorema 2.
5 Fórmulas resolutivas das equações quadrática e cúbica sobre os quatérnios de Hamilton
4 Resolvendo a equação cúbica
Como citamos na introdução, a equação cúbica clás-
sica
x3 + ax2 + bx+ c = 0, com a, b, c ∈ R,
é reduzida à equação
y3 + py+ q = 0. (7)
por eio da mudança de variável x = y − a
3
, don
obtêm-se que uma raiz é determinada pela Fórmula de
Cardano:
y =
3
√
− q
2
+
√
p3
27
+
q2
4
+
3
√
− q
2
−
√
p3
27
+
q2
4
. (8)
Os cálcul s omi d s podem ser vistos na Seção 2, Cap.
5 de (HEFEZ A.; VILLELA, 2 12).
Nosso objetivo nesta seção é obter uma fórmula
análoga admitindo que as raízes da Equação 7 podem
ser quatérnias. Isto é feito no Teorema 3. Para isso
precisamos antes estudar as raízes reais e complexas da
Equação 7.
A Fórmula 8 pode ser escrita como
y1 =
3
√
Q+ R+ 3
√
Q− R, (9)
R =
√
P3 +Q2, Q = − q
2
, e P =
p
3
.
As outras duas raízes da Equação 7 são
y2 = ω 3
√
Q+ R+ω2 3
√
Q− R (10)
y3 = ω2 3
√
Q+ R+ω 3
√
Q− R (11)
onde
ω = −1
2
+ i
√
3
2
.
é uma raiz cúbica primitiva da unidade e ω2 = ω. A
demonstração de que y1, y2 e y3 são de fato as raízes
da Equação 7 pode ser vista em (HEFEZ A.; VILLELA,
2012). Substituindo ω nas expressões 10 e 11 obtemos
y2
1
2
(S ) + i
3
2
(S ) (12)
y3 = −12 (S+ T)− i
√
3
2
(S T) 3
onde S = 3
√
Q+ R e T = 3
√
Q− R.
Agora precisamos determinar a natureza das raízes
da Equação 7 em função discriminante D = P3 + Q2.
Mesmo quando ele for negativo, veremos na de onstra-
ção do Teorema 2 que podemos escolher, por meio da
fórmula (8), uma raiz real.
Teorema 2. Seja D o discriminante definido anteriormente.
A Equação 7 possui
(1) A raiz real y1, dada pela expressão 9, e duas raízes
complexas y2 e y3 das expressões 10 e 11, se D > 0;
(2) Três r ízes reais, se D ≤ 0. Neste caso, y2 e y3 também
são reais.
Demonstração: Se D > 0, então R =
√
D é real. Conse-
quentemente, S e T também são reais e distintos. Segue
que as raízes y2 e y3 são complexas não reais e con-
jugadas. Isto conclui a demonstração da afirmação 1.
Supondo D = 0, decorre de 9 que uma raiz (real) é
2 3
√
Q. De 12 e 13 segue que as outras duas raízes são
(também reais) y2 = y3 = − 3
√
Q, pois S = T. Vamos
agora assumir D < 0. Com S e T já defindos, temos
S3 = Q+ i
√
|D| = Q− i
√
|D| = T3 = T3.
Sendo 3
√
Q+ i
√|D| γ1 + iγ2, temos 3√Q− i√|D| =
γ1 − iγ2. Assim, S = T y1 = S + T = T + T fica
igual à parte real de T multiplicada por 2. Portanto,
y1 ∈ R. Substituindo S = T e 12 e 13 temos qu y2 e
y3 t mbém são reais. 
Podemos agora demonstrar o resultado principal da
seção, que generaliza diretamente o Teorema 2 para os
quatérnios. Na demonstração utilizaremos os conceitos e
pr priedades de norma e traço intr duzidos a egunda
seçã .
T or ma 3 (Fórmul de Car no nos Quatérnios). Man-
tendo a notação pa a D = P3 +Q2, tem-se:
(1) Se D > 0, então as raízes da Equação 7 em H são todos
os quatérnios da forma
y = −1
2
y1 ±
√− q
y1
− y
2
1
4
− (α21 + α22)
 i+ α1 j+ α2k
onde
• y1 = 3
√
− q
2
+
√
p3
27
+
q2
4
+
3
√
− q
2
−
√
p3
27
+
q2
4
,
• α1, α2 são quaisqu r dois númer reais tais que
α21 + α
2
2 ≤
−4q− y31
4y1
.
Em particular, se α1 = α2 = 0, então a primeira ex-
pressão produz as duas raízes complexas conjugadas
descritas nas expressões 12 e 13.
(2) Se D ≤ 0, então a Equação 7 admite somente as três raízes
reais descritas no Teorema 2.
5 Fórmulas resolutivas das equações quadrática e cúbica sobre os quatérnios de Hamilton
4 Resolvendo a equação cúbica
Como citamos na introdução, a equação cúbica clás-
sica
x3 + ax2 + bx+ c = 0, com a, b, c ∈ R,
é reduzida à equação
y3 + py+ q = 0. (7)
por meio da mudança de variável x = y − a
3
, donde
obtêm-se que uma raiz é determinada pela Fórmula de
Cardano:
y =
3
√
− q
2
+
√
p3
27
+
q2
4
+
3
√
− q
2
−
√
p3
27
+
q2
4
. (8)
Os cálculos omitidos podem ser vistos na Seção 2, Cap.
5 d (HEFEZ A.; VILLELA, 2012).
Nosso objetivo nesta seção é obter uma fórmula
análoga admitindo que as raízes da Equação 7 podem
ser quatérni s. Isto é feito no Teorema 3. Para isso
precisamos antes estudar as raízes reais e complexas da
Equação 7.
A Fórmula 8 pode ser escrita como
y1 =
3
√
Q+ R+ 3
√
Q− R, (9)
R =
√
P3 +Q2, Q = − q
2
, e P =
p
3
.
As outras duas raízes da Equação 7 são
y2 = ω 3
√
Q+ R+ω2 3
√
Q− R (10)
y3 = ω2 3
√
Q+ R+ω 3
√
Q− R (11)
onde
ω = −1
2
+ i
√
3
2
.
é uma raiz cúbica primitiva da unidade e ω2 = ω. A
demonstração de que y1, y2 e y3 são de fato as raízes
da Equação 7 pode ser vista em (HEFEZ A.; VILLELA,
2012). Substituindo ω nas expressões 10 e 11 obtemos
y2 = −12 (S+ T) + i
√
3
2
(S− T) (12)
y3 = −12 (S+ T)− i
√
3
2
(S− T) (13)
onde S = 3
√
Q+ R e T = 3
√
Q− R.
Agora precisamos determinar a natureza das raízes
da Equação 7 em função discriminante D = P3 + Q2.
Mesmo quando ele for negativo, veremos na demonstra-
ção do Teorema 2 que podemos escolher, por meio da
fórmula (8), uma raiz real.
Teorema 2. Seja D o discriminante definido ant riormente.
A Equação 7 possui
(1) A raiz real y1, dada pela expressão 9, e duas raízes
complexas y2 e y3 das expressões 10 e 11, s D > 0;
(2) Três raízes reais, se D ≤ 0. Neste caso, y2 e y3 também
são reais.
Demonstração: Se D > 0, então R =
√
D é eal. Conse-
quentemente, S e T também são reais e distintos. Segue
que as raíz s y2 e y3 são complexas não reais e con-
ju adas. Isto conclui a de ons ração a firmação 1.
Supondo D = 0, decorre de 9 que uma raiz (real) é
2 3
√
Q. De 12 e 13 segue que as outras duas raízes são
(também reais) y2 = y3 = − 3
√
Q, pois S = T. Vamos
agora assumir D < 0. Com S e T já defindos, temos
S3 = Q+ i
√
|D| = Q− i
√
|D| = T3 = T3.
Sendo 3
√
Q+ i
√|D| = γ1 + iγ2, temos 3√Q− i√|D| =
γ1 − iγ2. Assim, S = T e y1 = S + T = T + T fica
igual à parte real de T multiplicada por 2. Portanto,
y1 ∈ R. Substituindo S = T em 12 e 13 temos que y2 e
y3 também são reais. 
Podemos agora demonstrar o resultado principal da
seção, que generaliza diretamente o Teorema 2 para os
quatérnios. Na demonstração utilizaremos os conceitos e
propriedades de norma e traço introduzidos na segunda
seção.
Teorema 3 (Fórmula de Cardano nos Quatérnios). Man-
tendo a notação para D = P3 +Q2, tem-se:
(1) Se D > 0, então as raízes da Equação 7 em H são todos
os quatérnios da forma
y = −1
2
y1 ±
√− q
y1
− y
2
1
4
− (α21 + α22)
 i+ α1 j+ α2k
onde
• y1 = 3
√
− q
2
+
√
p3
27
+
q2
4
+
3
√
− q
2
−
√
p3
27
+
q2
4
,
• α1, α2 são quaisquer dois números reais tais que
α21 + α
2
2 ≤
−4q− y31
4y1
.
Em particular, se α1 = α2 = 0, então a primeira ex-
pressão produz as duas raízes compl xas conjugadas
as xpressões 12 e 13.
(2) Se D ≤ 0, então a Equação 7 admite somente as três raízes
reais descritas no Teorema 2.
5 Fórmulas resolutivas das equações quadrática e cúbica sobre os quatérnios de Hamilton
4 Resolvendo a equação cúbica
Como citamos na introdução, a equação cúbica clás-
sica
x3 + ax2 + bx+ c = 0, com a, b, c ∈ R,
é reduzida à equação
y3 + py+ q = 0. (7)
por eio da mudança de variável x = y − a
3
, donde
obtêm-se que uma raiz é determinada pela Fórmula de
Cardano:
y =
3
√
− q
2
+
√
p3
27
+
q2
4
+
3
√
− q
2
−
√
p3
27
+
q2
4
. (8)
Os cálculos omitidos podem ser vistos na Seção 2, Cap.
5 de (HEFEZ A.; VILLELA, 2012).
Nosso objetiv nest seção é obter uma fórmula
análog admitindo que as raízes da Equação 7 podem
ser quatérnias. Isto é feito no Teorema 3. Para isso
precisamos antes estudar as raízes reais e complexas da
Equação 7.
A Fórmula 8 pode ser escrita como
y1 =
3
√
Q+ R+ 3
√
Q− R, (9)
R =
√
P3 +Q2, Q = − q
2
, e P =
p
3
.
As outras duas raízes da Equação 7 são
y2 = ω 3
√
Q+ R+ω2 3
√
Q− R (10)
y3 = ω2 3
√
Q+ R+ω 3
√
Q− R (11)
onde
ω = −1
2
+ i
√
3
2
.
é u a raiz cúbica primitiva da unida e ω2 = ω. A
emonstração de qu y1, y2 y3 são de fato as raízes
da Equação 7 po e ser vista em (HEFEZ A.; VILLELA,
2012). Substituindo ω nas expressões 10 e 11 obtemos
y2 = −12 (S+ T) + i
√
3
2
(S− T) (12)
y3 = −12 (S+ T)− i
√
3
2
(S− T) (13)
onde S = 3
√
Q+ R e T = 3
√
Q− R.
Agora precisamos determinar a natureza das raízes
da Equação 7 em função discriminante D = P3 + Q2.
M sm qu ndo el for negativo, v remos na de onstra
ção do T or ma 2 que podem s scolher, por meio da
fórmula (8), uma raiz real.
Teorema 2. Seja D o discriminante definido anteriormente.
A Equação 7 possui
(1) A raiz real y1, da pela xpressão 9, e duas raízes
complexas y2 e y3 das expressões 10 e 11, se D > 0;
(2) Três raízes reais, se D ≤ 0. Neste caso, y2 e y3 também
são reais.
Demonstração: Se D > 0, ent R =
√
D é real. Conse-
ntement , S e T também são reais e distintos. Segue
q e as raízes y2 e y3 são complexas não reais e c n-
jugadas. Isto conclui a d monstração d afirmação 1.
Supondo D = 0, decorre de 9 q e uma raiz (r al) é
2 3
√
Q. De 12 e 13 segue que as outras duas raízes são
(também rea s) y2 = y3 = − 3
√
Q, pois S = T. Vamos
agora assumir D < 0. Com S e T já defindos, temos
S3 = Q+ i
√
|D| = Q− i
√
|D| = T3 = T3.
Sendo 3
√
Q+ i
√|D| γ1 + iγ2, temos 3√Q− i√|D| =
γ1 − iγ2. Assim, S = T e y1 = S + T = T + T fica
igual à parte real e T multiplicada por 2. Portanto,
1 ∈ R. Sub tituindo S = T em 12 e 13 temos que y2 e
y3 também são reais. 
Podemos agora demonstrar o resultado principal da
seção, que generaliza di etamente o Teorema 2 para os
quatérnios. Na demonstração utilizaremos os conceitos e
propriedades de norma e traço introduzidos na segunda
seção.
T orema 3 (Fórmula de Cardano nos Quatérnios). Man-
tendo a notação para D = P3 +Q2, tem-se:
(1) Se D > 0, então as raízes da Equação 7 em H são todos
os quatérnios da forma
y = −1
2
y1 ±
√− q
y1
− y
2
1
4
− (α21 + α22)
 i+ α1 j+ α2k
onde
• y1 = 3
√
− q
2
+
√
p3
27
+
q2
4
+
3
√
− q
2
−
√
p3
27
+
q2
4
,
• α1, α2 são quaisquer dois números reais tais que
α21 + α
2
2 ≤
−4q− y31
4y1
.
Em particular, se α1 = α2 = 0, então primeira ex-
pressão produz as dua raízes complexas conjugadas
descritas nas expressões 12 e 13.
(2) Se D ≤ 0, então a Equação 7 admite somente as três raízes
reais descritas no Teorema 2.
5 Fórmulas resolutivas das equações quadrática e cúbica sobre os quatérnios de Hamilton
4 Resolvendo a equação cúbica
Como citamos na introdução, a equação cúbica clás-
sica
x3 + ax2 + bx+ c = 0, com a, b, c ∈ R,
é reduzida à equação
y3 + py+ q = 0. (7)
por eio da mudança de variável x = y − a
3
, don e
obtêm-se que uma raiz é determinada pela Fórmula de
Cardano:
y =
3
√
− q
2
+
√
p3
27
+
q2
4
+
3
√
− q
2
−
√
p3
27
+
q2
4
. (8)
Os cálculos omitidos podem ser vistos na Seção 2, Cap.
5 de (HEFEZ A.; VILLELA, 2012).
Nosso objetivo nesta seção é obter uma fórmula
análoga admitindo que as raízes da Equação 7 podem
ser quatérnias. Isto é feito no Teorema 3. Para isso
precisamos antes estudar as raízes reais e complexas da
Equação 7.
A Fórmula 8 pode ser escrita como
y1 =
3
√
Q+ R+ 3
√
Q− R, (9)
R =
√
P3 +Q2, Q = − q
2
, e P =
p
3
.
As outras duas raízes da Equação 7 são
y2 = ω 3
√
Q+ R+ω2 3
√
Q− R (10)
y3 = ω2 3
√
Q+ R+ω 3
√
Q− R (11)
onde
ω = −1
2
+ i
√
3
2
.
é uma raiz cúbica primitiva da unidade e ω2 = ω. A
demonstração de que y1, y2 e y3 são de fato as raízes
da Equação 7 pode ser vista em (HEFEZ A.; VILLELA,
2012). Substituindo ω nas expressões 10 e 11 obtemos
y2 = −12 (S+ T) + i
√
3
2
(S− T) (12)
y3 = −12 (S+ T)− i
√
3
2
(S− T) (13)
onde S = 3
√
Q+ R e T = 3
√
Q− R.
Agora precisamos determinar a natureza das raízes
da Equação 7 em função discriminante D = P3 + Q2.
Mesmo qu ndo le for negativo, verem s na demonstra-
ção d Teorema 2 que podemos escolher, por mei da
fórmula (8), uma raiz real.
Teorema 2. Seja D o discriminante definido anteriormente.
A Equação 7 possui
(1) A raiz real y1, dada pela expressão 9, e duas raízes
complexas y2 e y3 das expressões 10 e 11, se D > 0;
(2) Três raízes reais, se D ≤ 0. Neste caso, y2 e y3 também
são reais.
Demonstração: Se D > 0, então R =
√
D é real. Conse-
quentemente, S e T também são reais e distintos. Segue
que as raízes y2 e y3 são complexas não reais e con-
jugadas. Isto conclui a demonstração da afirmação 1.
Supondo D = 0, decorre de 9 que uma raiz (real) é
2 3
√
Q. De 12 e 13 segue que as outras duas raízes são
(também reais) y2 = y3 = − 3
√
Q, pois S = T. Vamos
agora assumir D < 0. Com S e T já defindos, temos
S3 = Q+ i
√
|D| = Q− i
√
|D| = T3 = T3.
Sendo 3
√
Q+ i
√|D| γ1 + iγ2, temos 3√Q− i√|D| =
γ1 − iγ2. Assim, S = T e y1 = S + T = T + T fica
igual à parte real de T multiplicada por 2. Portanto,
y1 ∈ R. Substituindo S = T em 12 e 13 temos que y2 e
y3 também são reais. 
Podemos agora demonstrar o resultado principal da
seção, que generaliza diretamente o Teorema 2 para os
quatérnios. Na demonstração utilizaremos os conceitos e
propriedades de norma e traço introduzidos na segunda
seção.
Teorema 3 (Fórmula de Cardano nos Quatérnios). Man-
tendo a notação para D = P3 +Q2, tem-se:
(1) Se D > 0, então as raízes da Equação 7 em H são todos
os quatérnios da forma
y = −1
2
y1 ±
√− q
y1
− y
2
1
4
− (α21 + α22)
 i+ α1 j+ α2k
onde
• y1 = 3
√
− q
2
+
√
p3
27
+
q2
4
+
3
√
− q
2
−
√
p3
27
+
q2
4
,
• α1, α2 são quaisquer dois números reais tais que
α21 + α
2
2 ≤
−4q− y31
4y1
.
Em particular, se α1 = α2 = 0, então a primeira ex-
pressão produz as duas raízes complexas conjugadas
descritas nas expressões 12 e 13.
(2) Se D ≤ 0, então a Equação 7 admite somente as três raízes
reais descritas no Teorema 2.
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4 Resolvendo a equação cúbica
Como citamos na introdução, a equação cúbica clás-
sica
x3 + ax2 + bx+ c = 0, com a, b, c ∈ R,
é reduzida à equação
y3 + py+ q = 0. (7)
por meio da mudança de variável x = y − a
3
, donde
obtêm-se que uma raiz é determinada pela Fórmula de
Cardano:
y =
3
√
− q
2
+
√
p3
27
+
q2
4
+
3
√
− q
2
−
√
p3
27
+
q2
4
. (8)
Os cálculos omitidos podem ser vistos na Seção 2, Cap.
5 de (HEFEZ A.; VILLELA, 2012).
Nosso objetiv nest seçã é bter uma fórmula
análog admitindo que as raízes da Equação 7 podem
ser quatérnias. Isto é feito no Teorema 3. Para isso
precisamos antes estudar as raízes reais e complexas da
Equação 7.
A Fórmula 8 pode ser escrita como
y1 =
3
√
Q+ R+ 3
√
Q− R, (9)
R =
√
P3 +Q2, Q = − q
2
, e P =
p
3
.
As outras duas raízes da Equação 7 são
y2 = ω 3
√
Q+ R+ω2 3 Q− R (10)
y3 = ω2 3
√
Q+ R+ω 3
√
Q− R (11)
onde
ω = −1
2
+ i
√
3
2
.
é u a raiz cúbica primitiv da nida e ω2 = ω.
emonstração de qu y1, y2 y3 são de fato as raízes
da Equação 7 po e ser vista em (HEFEZ A.; VILLELA,
2012). Substituindo ω nas expressõ s 10 e 11 obte os
y2 = −12 (S+ T) + i
√
3
2
(S− T) (12)
y3 = −12 (S+ T)− i
√
3
2
(S− T) (13)
onde S = 3
√
Q+ R e T = 3
√
Q− R.
Agora pr cisamos d terminar a n ureza das raízes
da Equação 7 em função iscriminante D = P3 + Q2.
Mesm quando le for negativo, v remos na de onstra-
ção do Teor ma 2 que podemos escolher, por meio da
fór ula (8), uma raiz real.
Teorema 2. Seja D o discriminante definido anteriormente.
A Equação 7 possui
(1) A raiz real y1, da pela xpressão 9, e duas raízes
complexas y2 e y3 das expressões 10 e 11, se D > 0;
(2) Três r ízes reais, se D ≤ 0. Neste caso, y2 e y3 também
são reais.
Demonstração: Se D > 0, ent R =
√
D é r l. Conse-
ntement , S e T também são r is e distintos. Segue
q e as raízes y2 e y3 são complexas não eais e c n-
jugadas. Isto conclui a demonstração fi mação 1.
Supondo D = 0, decorre de 9 q e uma raiz (real) é
2 3
√
Q. De 12 e 13 segue que as outras duas raízes são
(também rea s) y2 = y3 = − 3
√
Q, pois S = T. Vamos
agora assumir D < 0. Com S e T já defindos, temos
S3 = Q+ i
√
|D| = Q− i
√
|D| = T3 = T3.
Sendo 3
√
Q+ i
√|D| = γ1 + iγ2, temos 3√Q− i√|D| =
γ − iγ2. A s m, S = T e y1 = S + T = T + T fica
igual à parte real e T multiplicada por 2. Portanto,
1 ∈ R. Substituindo S = T em 12 e 13 temos que y2 e
y3 também são reais. 
Podemos gora demonstrar o resultado principal da
seção, que generaliza diretamente Teorema 2 para os
quatérnios. Na demonstração utilizaremos os conceitos e
propriedades de norma e traço introduzidos na segunda
seção.
T orema 3 (Fórmula de Cardano nos Quatérnios). Man-
tendo a notação para D = P3 +Q2, tem-se:
(1) Se D > 0, então s raízes da Equação 7 em H são todos
os quatérnios da forma
y = −1
2
y1 ±
√− q
y1
− y
2
1
4
− (α21 + α22)
 i+ α1 j+ α2k
onde
• y1 = 3
√
− q
2
+
√
p3
27
+
q2
4
+
3
√
− q
2
−
√
p3
27
+
q2
4
,
• α1, α2 são quaisquer dois números reais tais que
α21 + α
2
2 ≤
−4q− y31
4y1
.
Em particular, se α1 = α2 = 0, então primeir ex-
pressão produz as dua raízes complexas conjugadas
descritas nas expressões 12 e 13.
(2) Se D ≤ 0, então a Equação 7 admite somente as três raízes
reais descritas no Teorema 2.
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4 Resolvendo a equação cúbica
Como citamos na introdução, a equação cúbica clás-
sica
x3 + ax2 + bx+ c = 0, com a, b, c ∈ R,
é reduzida à equação
y3 + py+ q = 0. (7)
por meio da mudança de variável x = y − a
3
, donde
obtêm-se que uma raiz é determinada pela Fórmula de
Cardano:
y =
3
√
− q
2
+
√
p3
27
+
q2
4
+
3
√
− q
2
−
√
p3
27
+
q2
4
. (8)
Os cálculos omitidos podem ser vistos na Seção 2, Cap.
5 de (HEFEZ A.; VILLELA, 2012).
Nosso objetivo nesta seção é obter uma fórmula
a áloga admitindo que as raízes da Equação 7 podem
ser quatérnias. Isto é feito no Teorema 3. Para isso
precisamos antes estudar as raízes reais complexas da
Equação 7.
A Fórmula 8 pode ser escrita como
y1 =
3
√
Q+ R+ 3
√
Q− R, (9)
R =
√
P3 +Q2, Q = − q
2
, e P =
p
3
.
As outras duas raízes da Equação 7 são
2
3
√
Q+ R+ω2 3 0
y3 = ω2 3
√
Q+ R+ω 3
√
Q− R (11)
onde
ω = −1
2
+ i
√
3
2
.
é u a raiz cúbica primitiva da unidad e ω2 = ω. A
de onstração de que y1, y2 e y3 são de fato as raízes
da Equação 7 pode ser vista em (HEFEZ A.; VILLELA,
2012). Substituindo ω nas expressões 10 e 11 obtemos
y2 = −12 (S+ T) + i
√
3
2
(S− T) (12)
y3 = −12 (S+ T)− i
√
3
2
(S− T) (13)
onde S = 3
√
Q+ R e T = 3
√
Q− R.
Agora precisamos determinar a natureza das raízes
da Equação 7 em função discriminante D = P3 + Q2.
Mesmo quando ele for negativo, veremos na demonstra-
ção do Teorema 2 que podemos escolher, por meio da
fórmula (8), uma raiz real.
Teorema 2. Seja D o discriminante definido anteriormente.
A Equação 7 possui
(1) A raiz real y1, dada pela expressão 9, e duas raízes
complexas y2 e y3 das expressõ s 10 e 11, se D > 0;
(2) Três raízes reais, se D ≤ 0. Neste caso, y2 e y3 também
são reais.
Demonstração: Se D > 0, então R =
√
D é real. Conse-
q entemen , S e T também são reais e distintos. Segue
que as raízes y2 e y3 são co plexas não reais con-
jug das. Isto conclui a demonstração da afirmação 1.
Sup ndo D = 0, decor de 9 que uma r iz (real) é
2 3
√
Q. De 12 e 13 segue que as out as dua raíz s são
(também r ais) y2 = y3 = − 3
√
Q, pois S = T. Vamos
agora assumir D < 0. Com S e T já efindos, temos
S3 = Q+ i
√
|D| = Q− i
√
|D| = T3 = T3.
Sendo 3
√
Q+ i
√|D| = γ1 + iγ2, temos 3√Q− i√|D| =
γ1 − iγ2. Assim, S = T e y1 = S + T = T + T fica
igual à parte real de T multiplic da por 2. Por anto,
y1 ∈ R. Substituindo S = T em 12 e 13 temos que y e
y3 também são reais. 
Podemos agora demonstrar o resultado principal da
seção, que generaliza diretamente o Teorema 2 para os
quatérnios. Na demonstração utilizaremos os conceitos e
propriedades de norma e traço introduzidos na segunda
seção.
Teorema 3 (Fórmula de Cardano nos Quatérnios). Man-
tendo a notação para D = P3 +Q2, tem-se:
(1) Se D > 0, então as raízes d Equação 7 em H são to os
os quatérnios da forma
y = −1
2
y1 ±
√− q
y1
− y
2
1
4
− (α21 + α22)
 i+ α1 j+ α2k
onde
• y1 = 3
√
− q
2
+
√
p3
27
+
q2
4
+
3
√
− q
2
−
√
p3
27
+
q2
4
,
• α1, α2 são quaisquer dois números reais tais que
α21 + α
2
2 ≤
−4q− y31
4y1
.
Em particular, se α1 = α2 = 0, então a primeira ex-
pressão produz as duas raízes complexas conjugadas
descritas as expressões 12 e 13.
(2) Se D ≤ 0, então a Equação 7 admite somente as três raízes
reais descritas no Teorema 2.
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4 Res lvend a quação cúbica
Como citamos a introdução, a equação cúbica clás-
sica
x3 + ax2 + bx+ c = 0, c m a, b, c ∈ R,
é reduzi a à equação
y3 + py+ q = 0. (7)
por meio d mu ança de variável x = y − a
3
, donde
obtêm-se que uma raiz é determinada pela Fórmula de
Cardano:
y =
3 − q
2
+
√
p3
27
+
q2
4
+
3
√
− q
2
−
√
p3
27
+
q2
4
. (8)
Os cálculos omitidos podem ser vistos na Seção 2, Cap.
5 de (HEFEZ A.; VILLELA, 2012).
Nosso objetivo nesta seção é obter um fórmula
análoga adm tindo que as r ízes Equação 7 po em
s r quatérni s. Isto é feito no Teor m 3. Para i so
precisamos antes estudar as raízes reais e complexas da
Equação 7.
A Fórmula 8 pode er scrita como
y1 =
3
√
Q+ R+ 3
√
Q− R, (9)
R =
√
P3 +Q2, Q = − q
2
, e P =
p
3
.
As outras duas raízes da Equação 7 são
y2 = ω 3
√
Q+ R+ω2 3
√
Q− R (10)
y3 = ω2 3
√
Q+ R+ω 3
√
Q− R (11)
nde
ω = −1
2
+ i
√
3
2
.
é um raiz cúbica primitiva da unidade e ω2 = ω. A
demonstração de que y1, y2 e y3 são de fato as raízes
da Equação 7 pode ser vista em (HEFEZ A.; VILLELA,
2012). Substituindo ω nas expressões 10 e 11 obtemos
y2 = −12 (S+ T) + i
√
3
2
(S− T) (12)
y3 = −12 (S+ T)− i
√
3
2
(S− T) (13)
onde S = 3
√
Q+ R e T = 3
√
Q− R.
Agora precisamos determinar a natureza das raízes
da Equação 7 em função discriminante D = P3 + Q2.
Mesmo quando ele for negativo, veremos na demonstra-
ção do Teorema 2 que podemos escolher, por meio da
fórmula (8), uma raiz real.
Teorema 2. Seja D o discriminante definido anteriormente.
A Equação 7 possui
(1) A iz real y1, dada pela expressão 9, e duas raízes
complexas y2 e y3 das xpressões 10 e 11, se D > 0;
(2) Três raíz s reais, se D ≤ 0. Neste caso, y2 e y3 também
são reais.
Demonstração: Se D > 0, então R =
√
D é real. C se-
quente ente, S e T t mbé são reais e disti tos. Segue
que as raízes y2 e y3 são complexas não reais e con-
jugada . Isto concl i demonstr ção da afirmaç 1.
Supondo D = 0, decorre de 9 q e uma raiz (real) é
2 3
√
Q. De 12 e 13 segue que as outras duas raízes são
(também reais) y2 = y3 = − 3
√
Q, pois S = T. Vamos
agora assumir D < 0. Com S e T já defindos, temos
S3 = Q+ i
√
|D| = Q− i
√
|D| = T3 = T3.
Sendo 3
√
Q+ i
√|D| = γ1 + iγ2, temos 3√Q− i√|D| =
γ1 iγ2. Assi , S e y1 = S + T = T T fica
igual à parte real de T multiplicada por 2. Portanto,
y1 ∈ R. Substituindo S = T em 12 e 13 temos que y2 e
y3 também são reais. 
P demos agora demonstrar o resultado principal da
seção, que generaliza diretamente o Te rema 2 para os
quatérnio . Na demonstração utilizaremos os conceitos e
pr pried des de norma e traço introduzidos na segunda
seção.
Teorema 3 (Fórmula de Cardano nos Quatérnios). Man-
tendo a notação para D = P3 +Q2, tem-se:
(1) Se D > 0, então as raízes da Equaç 7 em H são todos
os quatérnios da forma
y = −1
2
y1 ±
√− q
y1
− y
2
1
4
− (α21 + α22)
 i+ α1 j+ α2k
onde
• y1 = 3
√
− q
2
+
√
p3
27
+
q2
4
+
3
√
− q
2
−
√
p3
27
+
q2
4
,
• α1, α2 são quaisquer dois números reais tais que
α21 + α
2
2 ≤
−4q− y31
4y1
.
Em particular, se α1 = α2 = 0, então a primeira ex-
pressão produz as duas raízes complexas conjugadas
descritas nas expressões 12 e 13.
(2) Se D ≤ 0, então a Equação 7 admite somente as três raízes
reais descritas no Teorema 2.
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Demonstração: Seja y0 ∈ H uma raíz de y3+ py+ q = 0
e sejam n e t a norma e o traço de y0, respetivamente.
Podemos assumir y0 = 0. Caso contrário, a equação
reduz-se à equação quadrática. Temos assim n > 0.
Dividindo y3 + py+ q por y2 − ty+ n, temos
y3+ py+ q = (y+ t)(y2− ty+n)+ y(t2+ p−n)+ q−nt.
(14)
Substituindo-se y = y0, temos que
y0(t2 + p− n) = nt− q. (15)
Afirmação: Se nt = q, então D > 0.
Demonstração da Afirmação: Primeiramente, note que
D > 0⇔ 4p3 + 27q2 > 0.
Ainda, nt = q implica p = n − t2. Substituindo na
última expressão, temos
4p3 + 27q2 = 4(n− t2)3 + 27(nt)2.
= 4n3 + 15n2t2 + 12nt4 − 4t6.
Seja α0 a parte real de y0. Lembre que 0 < n = α20 +
(soma de três quadrados) e t = 2α0. Segue que 12nt4 −
4t6 é um termo positivo somado com 12(α0)2(2α0)4 −
4(2α0)6 = 16α60 ≥ 0. Logo 4p3 + 27q2 > 0, concluindo a
demonstração da afirmação.
Segue da Afirmação que se D ≤ 0, então nt = q. Assim,
da Equação 15, temos que y0 ∈ R, já que p e q também
são números reais. Portanto, temos que a Equação 7
somente admite raizes reais, já descritas no Teorema
2. Agora assumiremos D > 0. Poderia ainda ocorrer
nt = q, caso em que a Equação 15 produz uma raiz real
para a Equação 7, o que está em acordo com o Teorema
2. Podemos então finalmente assumir D > 0 e nt = q.
Segue que t2 + p − n = 0. Obtemos assim que t e n
devem satisfazer
t3 + pt− q = 0, com q = nt.
Note que para esta equação cúbica temos o mesmo D >
0. Do Teorema 2, só há uma raíz real dada por
t = 2α0 =
3
√
q
2
+
√
p3
27
+
q2
4
+
3
√
q
2
−
√
p3
27
+
q2
4
.
Lembre que α0 é a parte real de y0. Tomemos β, α1, α2 ∈
R tais que y0 = α0 + βi+ α1 j+ α2k e vamos agora deter-
minar β. Temos q = nt = 2(α0)(α20 + β
2 + α21 + α
2
2)
⇒ β = ±
√
q
2α0
− (α20 + α21 + α22).
Substituindo α0 = − 12y1, obtemos o coeficiente de i para
a raiz. Juntando todas as informações, obtemos a ex-
pressão para y como enunciada no teorema. Como o
coeficiente de i tem que ser real, devemos ter − qy1 −
1
4y
2
1 − (α21 + α22) ≥ 0, ou seja, α21 + α22 ≤
−4q−y31
4y1
. Para a
última afirmação da primeira parte do teorema, assu-
mindo α1 = α2 = 0 na fórmula para a raiz y, obtemos
p = −3 3
√
Q2 − R2
⇒ −6 3
√
(Q− R)(Q+ R) = 6 3
√
Q+ R 3
√
Q− R+ 4p
⇒ 3
4
(
3
√
Q+ R− 3
√
Q− R
)2
=
1
4
(3y21 + 4p).
Note que o lado direito da última expressão é o qua-
drado do coeficiente de i em na fórmula do item (1)
do teorema tomando-se α1 = α2 = 0 (o número β na
demonstração do Teorema 8). Já o lado esquerdo é o
quadrado da parte imaginária das raízes descritas em 12
e 13. Diretamente verifica-se que as partes reais também
coincidem, o que conclui a demonstração. 
Como exemplo, consideremos a equação
x3 + 3x2 − 6x+ 20 = 0. (16)
Utilizando a substituição x = y− 1, obtemos a equação
y3 − 9y+ 28 = 0. (17)
Aqui, p = −9 e q = 28. Portanto D = 169 > 0. Pelo
Teorema 3, existem soluções quatérnias não reais. Pela
Fórmula de Cardano, temos
y1 =
3
√
−14+
√
169+
3
√
−14−
√
169 = −4,
que é uma raiz real da Equação 17. Com isso, o coe-
ficiente de i na fórmula da parte (1) do Teorema 3 é
±
√
3− α21 − α22, com α1, α2 ∈ R, tais que α21 + α22 ≤ 3.
Logo, as raízes da Equação 17 são todos quatérnios
y = 2± i
√
3− α21 − α22 + α1 j+ α2k,
para os quais α21 + α
2
2 ≤ 3. Assim, as raízes da Equação
16 são
x = 1± i
√
3− α21 − α22 + α1 j+ α2k,
com a mesma condição sobre α1 e α2. Entre as raízes
estão os números 1+ i+ j+ k e 1+
√
3j e as duas raízes
complexas 1±√3i, que correspondem a α1 = α2 = 0.
Podemos também aplicar o Teorema 3 para obter as
raízes cúbicas da unidade nos quatérnios, isto é, encon-
trar as raízes da equação x3 − 1 = 0. A raiz real é y1 = 1
e D = 1 > 0. Pela fórmula do Teorema 3, obtemos
y =
1
2
± i
√
3
4
− (α21 + α22) + α1 j+ α2k,
com α21 + α
2
2 ≤ 34 . Em particular, as raízes cúbicas primi-
tivas da unidade (ω e ω, após a Equação 11) são obtidas
com α1 = α2 = 0.
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4 Resolvendo a equação cúbica
Como citamos na introdução, a equação cúbica clás-
sica
x3 + ax2 + bx+ c = 0, com a, b, c ∈ R,
é reduzida à equação
y3 + py+ q = 0. (7)
por meio da mudança de variável x = y − a
3
, donde
obtêm-se que uma raiz é determinada pela Fórmula de
Cardano:
y =
3
√
− q
2
+
√
p3
27
+
q2
4
+
3
√
− q
2
−
√
p3
27
+
q2
4
. (8)
Os cálculos omitidos podem ser vistos na Seção 2, Cap.
5 de (HEFEZ A.; VILLELA, 2012).
Nosso objetivo nesta seção é obter uma fórmula
análoga admitindo que as raízes da Equação 7 podem
ser quatérnias. Isto é feito no Teorema 3. Para isso
precisamos antes estudar as raízes reais e complexas da
Equação 7.
A Fórmula 8 pode ser escrita como
y1 =
3
√
Q+ R+ 3
√
Q− R, (9)
R =
√
P3 +Q2, Q = − q
2
, e P =
p
3
.
As outras duas raízes da Equação 7 são
y2 = ω 3
√
Q+ R+ω2 3
√
Q− R (10)
y3 = ω2 3
√
Q+ R+ω 3
√
Q− R (11)
onde
ω = −1
2
+ i
√
3
2
.
é uma raiz cúbica primitiva da unidade e ω2 = ω. A
demonstração de que y1, y2 e y3 são de fato as raízes
da Equação 7 pode ser vista em (HEFEZ A.; VILLELA,
2012). Substituindo ω nas expressões 10 e 11 obtemos
y2 = −12 (S+ T) + i
√
3
2
(S− T) (12)
y3 = −12 (S+ T)− i
√
3
2
(S− T) (13)
onde S = 3
√
Q+ R e T = 3
√
Q− R.
Agora precisamos determinar a natureza das raízes
da Equação 7 em função discriminante D = P3 + Q2.
Mesmo quando ele for negativo, veremos na demonstra-
ção do Teorema 2 que podemos escolher, por meio da
fórmula (8), uma raiz real.
Teorema 2. Seja D o discriminante definido anteriormente.
A Equação 7 possui
(1) A raiz real y1, dada pela expressão 9, e duas raízes
complexas y2 e y3 das expressões 10 e 11, se D > 0;
(2) Três raízes reais, se D ≤ 0. Neste caso, y2 e y3 também
são reais.
Demonstração: Se D > 0, então R =
√
D é real. Conse-
quentemente, S e T também são reais e distintos. Segue
que as raízes y2 e y3 são complexas não reais e con-
jugadas. Isto conclui a demonstração da afirmação 1.
Supondo D = 0, decorre de 9 que uma raiz (real) é
2 3
√
Q. De 12 e 13 segue que as outras duas raízes são
(também reais) y2 = y3 = − 3
√
Q, pois S = T. Vamos
agora assumir D < 0. Com S e T já defindos, temos
S3 = Q+ i
√
|D| = Q− i
√
|D| = T3 = T3.
Sendo 3
√
Q+ i
√|D| = γ1 + iγ2, temos 3√Q− i√|D| =
γ1 − iγ2. Assim, S = T e y1 = S + T = T + T fica
igual à parte real de T multiplicada por 2. Portanto,
y1 ∈ R. Substituindo S = T em 12 e 13 temos que y2 e
y3 também são reais. 
Podemos agora demonstrar o resultado principal da
seção, que generaliza diretamente o Teorema 2 para os
quatérnios. Na demonstração utilizaremos os conceitos e
propriedades de norma e traço introduzidos na segunda
seção.
Teorema 3 (Fórmula de Cardano nos Quatérnios). Man-
tendo a notação para D = P3 +Q2, tem-se:
(1) Se D > 0, então as raízes da Equação 7 em H são todos
os quatérnios da forma
y = −1
2
y1 ±
√− q
y1
− y
2
1
4
− (α21 + α22)
 i+ α1 j+ α2k
onde
• y1 = 3
√
− q
2
+
√
p3
27
+
q2
4
+
3
√
− q
2
−
√
p3
27
+
q2
4
,
• α1, α2 são quaisquer dois números reais tais que
α21 + α
2
2 ≤
−4q− y31
4y1
.
Em particular, se α1 = α2 = 0, então a primeira ex-
pressão produz as duas raízes complexas conjugadas
descritas nas expressões 12 e 13.
(2) Se D ≤ 0, então a Equação 7 admite somente as três raízes
reais descritas no Teorema 2.
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Demonstração: Seja y0 ∈ H uma raíz de y3+ py+ q = 0
e sejam n e t a norma e o traço de y0, respetivamente.
Podemos assumir y0 = 0. Caso contrário, a equação
reduz-se à equação quadrática. Temos assim n > 0.
Dividindo y3 + py+ q por y2 − ty+ n, temos
y3+ py+ q = (y+ t)(y2− ty+n)+ y(t2+ p−n)+ q−nt.
(14)
Substituindo-se y = y0, temos que
y0(t2 + p− n) = nt− q. (15)
Afirmação: Se nt = q, então D > 0.
Demonstração da Afirmação: Primeiramente, note que
D > 0⇔ 4p3 + 27q2 > 0.
Ainda, nt = q implica p = n − t2. Substituindo na
última expressão, temos
4p3 + 27q2 = 4(n− t2)3 + 27(nt)2.
= 4n3 + 15n2t2 + 12nt4 − 4t6.
Seja α0 a parte real de y0. Lembre que 0 < n = α20 +
(soma de três quadrados) e t = 2α0. Segue que 12nt4 −
4t6 é um termo positivo somado com 12(α0)2(2α0)4 −
4(2α0)6 = 16α60 ≥ 0. Logo 4p3 + 27q2 > 0, concluindo a
demonstração da afirmação.
Segue da Afirmação que se D ≤ 0, então nt = q. Assim,
da Equação 15, temos que y0 ∈ R, já que p e q também
são números reais. Portanto, temos que a Equação 7
somente admite raizes reais, já descritas no Teorema
2. Agora assumiremos D > 0. Poderia ainda ocorrer
nt = q, caso em que a Equação 15 produz uma raiz real
para a Equação 7, o que está em acordo com o Teorema
2. Podemos então finalmente assumir D > 0 e nt = q.
Segue que t2 + p − n = 0. Obtemos assim que t e n
devem satisfazer
t3 + pt− q = 0, com q = nt.
Note que para esta equação cúbica temos o mesmo D >
0. Do Teorema 2, só há uma raíz real dada por
t = 2α0 =
3
√
q
2
+
√
p3
27
+
q2
4
+
3
√
q
2
−
√
p3
27
+
q2
4
.
Lembre que α0 é a parte real de y0. Tomemos β, α1, α2 ∈
R tais que y0 = α0 + βi+ α1 j+ α2k e vamos agora deter-
minar β. Temos q = nt = 2(α0)(α20 + β
2 + α21 + α
2
2)
⇒ β = ±
√
q
2α0
− (α20 + α21 + α22).
Substituindo α0 = − 12y1, obtemos o coeficiente de i para
a raiz. Juntando todas as informações, obtemos a ex-
pressão para y como enunciada no teorema. Como o
coeficiente de i tem que ser real, devemos ter − qy1 −
1
4y
2
1 − (α21 + α22) ≥ 0, ou seja, α21 + α22 ≤
−4q−y31
4y1
. Para a
última afirmação da primeira parte do teorema, assu-
mindo α1 = α2 = 0 na fórmula para a raiz y, obtemos
p = −3 3
√
Q2 − R2
⇒ −6 3
√
(Q− R)(Q+ R) = 6 3
√
Q+ R 3
√
Q− R+ 4p
⇒ 3
4
(
3
√
Q+ R− 3
√
Q− R
)2
=
1
4
(3y21 + 4p).
Note que o lado direito da última expressão é o qua-
drado do coeficiente de i em na fórmula do item (1)
do teorema tomando-se α1 = α2 = 0 (o número β na
demonstração do Teorema 8). Já o lado esquerdo é o
quadrado da parte imaginária das raízes descritas em 12
e 13. Diretamente verifica-se que as partes reais também
coincidem, o que conclui a demonstração. 
Como exemplo, consideremos a equação
x3 + 3x2 − 6x+ 20 = 0. (16)
Utilizando a substituição x = y− 1, obtemos a equação
y3 − 9y+ 28 = 0. (17)
Aqui, p = −9 e q = 28. Portanto D = 169 > 0. Pelo
Teorema 3, existem soluções quatérnias não reais. Pela
Fórmula de Cardano, temos
y1 =
3
√
−14+
√
169+
3
√
−14−
√
169 = −4,
que é uma raiz real da Equação 17. Com isso, o coe-
ficiente de i na fórmula da parte (1) do Teorema 3 é
±
√
3− α21 − α22, com α1, α2 ∈ R, tais que α21 + α22 ≤ 3.
Logo, as raízes da Equação 17 são todos quatérnios
y = 2± i
√
3− α21 − α22 + α1 j+ α2k,
para os quais α21 + α
2
2 ≤ 3. Assim, as raízes da Equação
16 são
x = 1± i
√
3− α21 − α22 + α1 j+ α2k,
com a mesma condição sobre α1 e α2. Entre as raízes
estão os números 1+ i+ j+ k e 1+
√
3j e as duas raízes
complexas 1±√3i, que correspondem a α1 = α2 = 0.
Podemos também aplicar o Teorema 3 para obter as
raízes cúbicas da unidade nos quatérnios, isto é, encon-
trar as raízes da equação x3 − 1 = 0. A raiz real é y1 = 1
e D = 1 > 0. Pela fórmula do Teorema 3, obtemos
y =
1
2
± i
√
3
4
− (α21 + α22) + α1 j+ α2k,
com α21 + α
2
2 ≤ 34 . Em particular, as raízes cúbicas primi-
tivas da unidade (ω e ω, após a Equação 11) são obtidas
com α1 = α2 = 0.
5 Fórmulas resolutivas das equações quadrática e cúbica sobre os quatérnios de Hamilton
4 Resolvendo a equação cúbica
Como citamos na introdução, a equação cúbica clás-
sica
x3 + ax2 + bx+ c = 0, com a, b, c ∈ R,
é reduzida à equação
y3 + py+ q = 0. (7)
por meio da mudança de variável x = y − a
3
, donde
obtêm-se que uma raiz é determinada pela Fórmula de
Cardano:
y =
3
√
− q
2
+
√
p3
27
+
q2
4
+
3
√
− q
2
−
√
p3
27
+
q2
4
. (8)
Os cálculos omitidos podem ser vistos na Seção 2, Cap.
5 de (HEFEZ A.; VILLELA, 2012).
Nosso objetiv nest seção é obter uma fórmula
análog admitindo que as raízes da Equação 7 podem
ser quatérnias. Isto é feito no Teorema 3. Para isso
precisamos antes estudar as raízes reais e complexas da
Equação 7.
A Fórmula 8 pode ser escrita como
y1 =
3
√
Q+ R+ 3
√
Q− R, (9)
R =
√
P3 +Q2, Q = − q
2
, e P =
p
3
.
As outras duas raízes da Equação 7 são
y2 = ω 3
√
Q+ R+ω2 3
√
Q− R (10)
y3 = ω2 3
√
Q+ R+ω 3
√
Q− R (11)
onde
ω = −1
2
+ i
√
3
2
.
é u a raiz cúbica primitiva da unida e e ω2 = ω. A
emonstração de que y1, y2 e y3 são de fato as raízes
da Equação 7 po e ser vista em (HEFEZ A.; VILLELA,
2012). Substituindo ω nas expressões 10 e 11 obtemos
y2 = −12 (S+ T) + i
√
3
2
(S− T) (12)
y3 = −12 (S+ T)− i
√
3
2
(S− T) (13)
onde S = 3
√
Q+ R e T = 3
√
Q− R.
Agora precisamos determinar a natureza das raízes
da Equação 7 em função discriminante D = P3 + Q2.
Mesm quando ele for negativo, veremos na de onstra-
ção do Teorema 2 que podemos escolher, por meio da
fórmula (8), uma raiz real.
Teorema 2. Seja D o discriminante definido anteriormente.
A Equação 7 possui
(1) A raiz real y1, da a pela expressão 9, e duas raízes
complexas y2 e y3 das expressões 10 e 11, se D > 0;
(2) Três raízes reais, se D ≤ 0. Neste caso, y2 e y3 também
são reais.
Demonstração: Se D > 0, ent R =
√
D é real. Conse-
entemente, S e T também são reais e distintos. Segue
q e as raízes y2 e y3 são complexas não reais e c n-
jugadas. Isto conclui a demonstração d afirmação 1.
Supondo D = 0, decorre de 9 q e uma raiz (real) é
2 3
√
Q. De 12 e 13 segue que as outras duas raízes são
(também reais) y2 = y3 = − 3
√
Q, pois S = T. Vamos
agora assumir D < 0. Com S e T já defindos, temos
S3 = Q+ i
√
|D| = Q− i
√
|D| = T3 = T3.
Sendo 3
√
Q+ i
√|D| = γ1 + iγ2, temos 3√Q− i√|D| =
γ1 − iγ2. Assim, S = T e y1 = S + T = T + T fica
igual à parte real e T multiplicada por 2. Portanto,
1 ∈ R. Substituindo S = T em 12 e 13 temos que y2 e
y3 também são reais. 
Podemos agora demonstrar o resultado principal da
seção, que generaliza diretamente o Teorema 2 para os
quatérnios. Na demonstração utilizaremos os conceitos e
propriedades de norma e traço introduzidos na segunda
seção.
T orema 3 (Fórmula de Cardano nos Quatérnios). Man-
tendo a notação para D = P3 +Q2, tem-se:
(1) Se D > 0, então as raízes da Equação 7 em H são todos
os quatérnios da forma
y = −1
2
y1 ±
√− q
y1
− y
2
1
4
− (α21 + α22)
 i+ α1 j+ α2k
onde
• y1 = 3
√
− q
2
+
√
p3
27
+
q2
4
+
3
√
− q
2
−
√
p3
27
+
q2
4
,
• α1, α2 são quaisquer dois números reais tais que
α21 + α
2
2 ≤
−4q− y31
4y1
.
Em particular, se α1 = α2 = 0, então a primeira ex-
pressão produz as duas raízes complexas conjugadas
descritas nas expressões 12 e 13.
(2) Se D ≤ 0, então a Equação 7 admite somente as três raízes
reais descritas no Teorema 2.
5 Fórmulas resolutivas das equações quadrática e cúbica sobre os quatérnios de Hamilton
4 Resolvendo a equação cúbica
Como citamos na introdução, a equação cúbica clás-
sica
x3 + ax2 + bx+ c = 0, com a, b, c ∈ R,
é reduzida à equação
y3 + py+ q = 0. (7)
por eio da mudança de variável x = y − a
3
, don e
obtêm-se que uma raiz é determinada pela Fórmula de
Cardano:
y =
3
√
− q
2
+
√
p3
27
+
q2
4
+
3
√
− q
2
−
√
p3
27
+
q2
4
. (8)
Os cálculos omitidos podem ser vistos na Seção 2, Cap.
5 de (HEFEZ A.; VILLELA, 2012).
Nosso objetivo nesta seção é obter uma fórmula
análoga admitindo que as raízes da Equação 7 podem
ser quatérnias. Isto é feito no Teorema 3. Para isso
precisamos antes estudar as raízes reais e complexas da
Equação 7.
A Fórmula 8 pode ser escrita como
y1 =
3
√
Q+ R+ 3
√
Q− R, (9)
R =
√
P3 +Q2, Q = − q
2
, e P =
p
3
.
As outras duas raízes da Equação 7 são
y2 = ω 3
√
Q+ R+ω2 3
√
Q− R (10)
y3 = ω2 3
√
Q+ R+ω 3
√
Q− R (11)
onde
ω = −1
2
+ i
√
3
2
.
é uma raiz cúbica primitiva da unidade e ω2 = ω. A
demonstração de que y1, y2 e y3 são de fato as raízes
da Equação 7 pode ser vista em (HEFEZ A.; VILLELA,
2012). Substituindo ω nas expressões 10 e 11 obtemos
y2 = −12 (S+ T) + i
√
3
2
(S− T) (12)
y3 = −12 (S+ T)− i
√
3
2
(S− T) (13)
onde S = 3
√
Q+ R e T = 3
√
Q− R.
Agora precisamos determinar a natureza das raízes
da Equação 7 em função discriminante D = P3 + Q2.
Mesmo quando ele for negativo, veremos na demonstra-
ção do Teorema 2 que podemos escolher, por meio da
fórmula (8), uma raiz real.
Teorema 2. Seja D o discriminante definido anteriormente.
A Equação 7 possui
(1) A raiz real y1, dada pela expressão 9, e duas raízes
complexas y2 e y3 das expressões 10 e 11, se D > 0;
(2) Três raízes reais, se D ≤ 0. Neste caso, y2 e y3 também
são eais.
Demonstração: Se D > 0, então R =
√
D é real. Conse-
quentemente, S e T também são reais e distintos. Segue
que as raízes y2 e y3 são complexas não reais e con-
jugadas. Isto conclui a demonstração da afirmação 1.
Supondo D = 0, decorre de 9 que uma raiz (real) é
2 3
√
Q. De 12 e 13 segue que as outras duas raízes são
(também reais) y2 = y3 = − 3
√
Q, pois S = T. Vamos
agora assumir D < 0. Com S e T já defindos, temos
S3 = Q+ i
√
|D| = Q− i
√
|D| = T3 = T3.
Sendo 3
√
Q+ i
√|D| γ1 + iγ2, temos 3√Q− i√|D| =
γ1 − iγ2. Assim, S = T e y1 = S + T = T + T fica
igual à parte real de T multiplicada por 2. Portanto,
y1 ∈ R. Substituindo S = T em 12 e 13 temos que y2 e
y3 também são reais. 
Podemos agora demonstrar o resultado principal da
seção, que generaliza diretamente o Teorema 2 para os
quatérnios. Na demonstração utilizaremos os conceitos e
propriedades de norma e traço introduzidos na segunda
seção.
Teorema 3 (Fórmula de Cardano nos Quatérnios). Man-
tendo a notação para D = P3 +Q2, tem-se:
(1) Se D > 0, então as raízes da Equação 7 em H são todos
os quatérnios da forma
y = −1
2
y1 ±
√− q
y1
− y
2
1
4
− (α21 + α22)
 i+ α1 j+ α2k
onde
• y1 = 3
√
− q
2
+
√
p3
27
+
q2
4
+
3
√
− q
2
−
√
p3
27
+
q2
4
,
• α1, α2 são quaisquer dois números reais tais que
α21 + α
2
2 ≤
−4q− y31
4y1
.
Em particular, se α1 = α2 = 0, então a primeira ex-
pressão produz as duas raízes complexas conjugadas
descritas nas expressões 12 e 13.
(2) Se D ≤ 0, então a Equação 7 admite somente as três raízes
reais descritas no Teorema 2.
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5 Fórmulas resolutivas das equações quadrática e cúbica sobre os quatérnios de Hamilton
4 Resolvendo a equação cúbica
Como citamos na introdução, a equação cúbica clás-
sica
x3 + ax2 + bx+ c = 0, com a, b, c ∈ R,
é reduzida à equação
y3 + py+ q = 0. (7)
por eio da mudança de variável x = y − a
3
, donde
obtêm-se que uma raiz é determinada pela Fórmula de
Cardano:
y =
3
√
− q
2
+
√
p3
27
+
q2
4
+
3
√
− q
2
−
√
p3
27
+
q2
4
. (8)
Os cálculos omitidos podem ser vistos na Seção 2, Cap.
5 de (HEFEZ A.; VILLELA, 2012).
Nosso objetiv nesta seção é obter uma fórmula
análoga admitindo que as raízes da Equação 7 podem
ser quatérnias. Isto é feito no Teorema 3. Para isso
precisamos antes estudar as raízes reais e complexas da
Equação 7.
A Fórmula 8 pode ser escrita como
y1 =
3
√
Q+ R+ 3
√
Q− R, (9)
R =
√
P3 +Q2, Q = − q
2
, e P =
p
3
.
As outras duas raízes da Equação 7 são
y2 = ω 3 2 3 Q− R (10)
y3 = ω2 3
√
Q+ R+ω 3
√
Q− R (11)
onde
ω = −1
2
+ i
√
3
2
.
é uma raiz cúbica primitiva da unidade e ω2 = ω. A
demonstração de que y1, y2 e y3 são de fat as raízes
da Equação 7 pode ser vista em (HEFEZ A.; VILLELA,
2012). Substituindo ω nas expressões 10 e 11 obtemos
y2
1
2
( ) + i
3
2
( ) (12)
y3 = −12 (S+ T) i
√
3
2
(S− T) (13)
onde S = 3
√
Q+ R e T = 3
√
Q− R.
Agora precisamos determinar a natureza das raízes
da Equação 7 em f nção discriminante D = P3 + Q2.
Mesmo quando ele for negativo, veremos na demonstra-
ção do Teorema 2 que podemos escolher, por meio da
fórmula (8), uma raiz real.
Teorema 2. Seja D o discriminante definido anteriormente.
A Equação 7 possui
(1) A raiz real y1, dada pela expr ssão 9, e duas raízes
complexas y2 e y3 das expressões 10 e 11, se D > 0;
(2) Três raízes reais, se D ≤ 0. Neste caso, y2 e y3 também
são eais.
Demonstração: Se D > 0, então R =
√
D é real. Conse-
quentemente, S e T també são reais e distintos. Segue
que as raízes y2 e y3 são complexas não r ais e con-
jugadas. Isto conclui a demonstração da afirmação 1.
Supondo D = 0, decorre de 9 que uma raiz (real) é
2 3
√
Q. De 12 e 13 segue que as outras duas raízes são
(também reais) y2 = y3 = − 3
√
Q, pois S = T. Vamos
agora assumir D < 0. Com S e T já defindos, temos
S3 = Q+ i
√
|D| = Q− i
√
|D| = T3 = T3.
Sendo 3
√
Q+ i
√|D| = γ1 + iγ2, temos 3√Q− i√|D| =
γ1 − iγ2. Assim, S = T e y1 = S + T = T + T fica
igual à parte real de T multiplicada por 2. Portanto,
y1 ∈ R. Substituindo S = T em 12 e 13 temos que y2 e
y3 també são reais. 
Podemos agora demonstrar o resultado pri cipal da
seção, que generaliza diretame te o Teorema 2 para os
quatérnios. Na demonstração utilizaremos os conceitos e
pr priedades de norma e traço intr duzidos a segunda
seção.
Teorema 3 (Fórmula de Cardano nos Quatérnios). Man-
tendo a notação para D = P3 +Q2, tem-se:
(1) Se D > 0, então as raízes da Equação 7 em H são todos
os quatérnios da forma
y = −1
2
y1 ±
√− q
y1
− y
2
1
4
− (α21 + α22)
 i+ α1 j+ α2k
onde
• y1 = 3
√
− q
2
+
√
p3
27
+
q2
4
+
3
√
− q
2
−
√
p3
27
+
q2
4
,
• α1, α2 são quaisquer dois números reais tais que
α21 + α
2
2 ≤
−4q− y31
4y1
.
Em particular, se α1 = α2 = 0, então a primeira ex-
pressão produz as duas r ízes complexas conjugadas
descritas nas expressões 12 e 13.
(2) Se D ≤ 0, então a Equação 7 admite somente as três raízes
reais descritas no Teorema 2.
5 Fórmulas resolutivas das equações quadrática e cúbica sobre os quatérnios de Hamilton
4 Resolvendo a equação cúbica
Como citamos na introdução, a equação cúbica clás-
sica
x3 + ax2 + bx+ c = 0, com a, b, c ∈ R,
é reduzida à equação
y3 + py+ q = 0. (7)
por mei da mudança de variável x = y − a
3
, donde
obtêm-se que uma raiz é determinada pela Fórmula de
Cardano:
y =
3
√
− q
2
+
√
p3
27
+
q2
4
+
3
√
− q
2
−
√
p3
27
+
q2
4
. (8)
Os cálculos mi s podem ser vistos na Seção 2, Cap.
5 de (HEFEZ A.; VILLELA, 2012).
Nosso objetivo nesta seção é obter uma fórmula
análoga admitindo que as raízes da Equação 7 podem
ser quaté nias. Ist é f ito no Teorema 3. Para isso
precisamos antes estudar as raízes reais e complexas da
Equação 7.
A Fórmula 8 pode ser escrita como
y1 =
3
√
Q+ R+ 3
√
Q− R, (9)
R =
√
P3 +Q2, Q = − q
2
, e P =
p
3
.
As outras duas raízes da Equação 7 são
y2 = ω 3
√
Q+ R+ω2 3
√
Q− R (10)
y3 = ω2 3
√
Q+ R+ω 3
√
Q− R (11)
onde
ω = −1
2
+ i
√
3
2
.
é uma raiz cúbica primitiva da unidade e ω2 = ω.
demonstração de que y1, y2 e y3 são de fato as raízes
da Equação 7 pode ser vista em (HEFEZ A.; VILLELA,
2012). Substituindo ω nas expressões 10 e 11 obtemos
2 + 2
y3 = −12 (S+ T)− i
√
3
2
(S− T) (13)
onde S = 3
√
Q+ R e T = 3
√
Q− R.
Agora precisamos determinar a natureza das raízes
da Equação 7 em função discriminante D = P3 + Q2.
Mes o quando ele for negativo, veremos na demonstra-
ção do Teorema 2 que podemos escolher, por meio da
fórmula (8), uma raiz real.
Teorema 2. Seja D o discriminante definido anteriormente.
A Equação 7 possui
1 A raiz r al y1, dada pela expressão 9, e duas raízes
complexas y2 e y3 das expressões 10 e 11, se D > 0;
(2) Três raízes reais, se D ≤ 0. Neste caso, y2 e y3 também
são reais.
Demonstração: Se D > 0, então R =
√
D é real. Conse-
quentemente, S e T também são reais e distintos. Segue
que as raízes y2 e y3 são complexas não reais e con-
jugadas. Isto conclui a demonstração da afirmação 1.
Supondo D = 0, decorre de 9 que uma raiz (real) é
2 3
√
Q. De 12 e 13 segue que as outras duas raízes são
(também reais) y2 = y3 = − 3
√
Q, pois S = T. Vamos
agora assumir D < 0. Com S e T já defindos, temos
S3 = Q+ i
√
|D| = Q− i
√
|D| = 3 = 3.
Sendo 3
√
Q+ i
√|D| = γ1 + iγ2, temos 3√Q− i√|D| =
γ1 − iγ2. Assim, S = T e y1 = S + T = T + T fica
igual à parte real de T multiplicada por 2. Portanto,
y1 ∈ R. Substituindo S = T em 12 e 13 temos que y2 e
y3 també são reais. 
Podemos agora demonstrar o resultado principal da
seção, que generaliza diretamente o Teorema 2 para os
quatérnios. Na demonstração utilizaremos os conceitos e
pr priedades de norma e traço intr duzidos a segunda
s çã .
Teorema 3 (Fórmula de Cardano nos Quatérnios). Man-
tendo a notação para D = P3 +Q2, tem-se:
(1) Se D > 0, então as raízes da Equação 7 em H são todos
os quatérnios da forma
y = −1
2
y1 ±
√− q
y1
− y
2
1
4
− (α21 + α22)
 i+ α1 j+ α2k
onde
• y1 = 3
√
−
2
+
√
p3
7
+
q2
4
+
3
√
− q
2
−
√
p3
27
+
q2
4
,
• α1, α2 são quaisquer dois números reais tais que
α21 + α
2
2 ≤
−4q− y31
4y1
.
Em particular, se α1 = α2 = 0, então a primeira ex-
pressão produz as duas raízes compl xas conjug da
descritas nas expressões 12 e 13.
(2) Se D ≤ 0, então a Equação 7 admite somente as três raízes
reais descritas no Teorema 2.
Ciência e Natura 6
Demonstração: Seja y0 ∈ H uma raíz de y3+ py+ q = 0
e sejam n e t a norma e o traço de y0, respetivamente.
Podemos assumir y0 = 0. Caso contrário, a equação
reduz-se à equação quadrática. Temos assim n > 0.
Dividindo y3 + py+ q por y2 − ty+ n, temos
y3+ py+ q = (y+ t)(y2− ty+n)+ y(t2+ p−n)+ q−nt.
(14)
Substituindo-se y = y0, temos que
y0(t2 + p− n) = nt− q. (15)
Afirmação: Se nt = q, então D > 0.
Demonstração da Afirmação: Primeiramente, note que
D > 0⇔ 4p3 + 27q2 > 0.
Ainda, nt = q implica p = n − t2. Substituindo na
última expressão, temos
4p3 + 27q2 = 4(n− t2)3 + 27(nt)2.
= 4n3 + 15n2t2 + 12nt4 − 4t6.
Seja α0 a parte real de y0. Lembre que 0 < n = α20 +
(soma de três quadrados) e t = 2α0. Segue que 12nt4 −
4t6 é um termo positivo somado com 12(α0)2(2α0)4 −
4(2α0)6 = 16α60 ≥ 0. Logo 4p3 + 27q2 > 0, concluindo a
demonstração da afirmação.
Segue da Afirmação que se D ≤ 0, então nt = q. Assim,
da Equação 15, temos que y0 ∈ R, já que p e q também
são números reais. Portanto, temos que a Equação 7
somente admite raizes reais, já descritas no Teorema
2. Agora assumiremos D > 0. Poderia ainda ocorrer
nt = q, caso em que a Equação 15 produz uma raiz real
para a Equação 7, o que está em acordo com o Teorema
2. Podemos então finalmente assumir D > 0 e nt = q.
Segue que t2 + p − n = 0. Obtemos assim que t e n
devem satisfazer
t3 + pt− q = 0, com q = nt.
Note que para esta equação cúbica temos o mesmo D >
0. Do Teorema 2, só há uma raíz real dada por
t = 2α0 =
3
√
q
2
+
√
p3
27
+
q2
4
+
3
√
q
2
−
√
p3
27
+
q2
4
.
Lembre que α0 é a parte real de y0. Tomemos β, α1, α2 ∈
R tais que y0 = α0 + βi+ α1 j+ α2k e vamos agora deter-
minar β. Temos q = nt = 2(α0)(α20 + β
2 + α21 + α
2
2)
⇒ β = ±
√
q
2α0
− (α20 + α21 + α22).
Substituindo α0 = − 12y1, obtemos o coeficiente de i para
a raiz. Juntando todas as informações, obtemos a ex-
pressão para y como enunciada no teorema. Como o
coeficiente de i tem q e ser real, devemos ter − qy1 −
1
4y
2
1 − (α21 + α22) ≥ 0, ou seja, α21 + α22 ≤
−4q−y31
4y1
. Para a
última afirmação da primeira parte do teorema, assu-
mindo α1 = α2 = 0 na fórmula para a raiz y, obtemos
p = −3 3
√
Q2 − R2
⇒ −6 3
√
(Q− R)(Q+ R) = 6 3
√
Q+ R 3
√
Q− R+ 4p
⇒ 3
4
(
3
√
Q+ R− 3
√
Q− R
)2
=
1
4
(3y21 + 4p).
Note que o lado direito da última expressão é o qua-
drado do coeficiente de i em na fórmula do item (1)
do teorema tomando-se α1 = α2 = 0 (o número β na
demonstração do Teorema 8). Já o lado esquerdo é o
quadrado da parte imaginária das raízes descritas em 12
e 13. Diretamente verifica-se que as partes reais também
coincidem, o que conclui a de onstração. 
Como exemplo, consideremos a equação
x3 + 3x2 − 6x+ 20 = 0. (16)
Utilizando a substituição x = y− 1, obtemos a equação
y3 − 9y+ 28 = 0. (17)
Aqui, p = −9 e q = 28. Portanto D = 169 > 0. Pelo
Teorema 3, existem soluções quatérnias não reais. Pela
Fórmula de Cardano, temos
y1 =
3
√
−14+
√
169+
3
√
−14−
√
169 = −4,
que é uma raiz real da Equação 17. Com isso, o coe-
ficiente de i na fórmula da parte (1) do Teorema 3 é
±
√
3− α21 − α22, com α1, α2 ∈ R, tais que α21 + α22 ≤ 3.
Logo, as raízes da Equação 17 são todos quatérnios
y = ± i
√
3− α21 − α22 + α1 j+ α2k,
para os quais α21 + α
2
2 ≤ 3. Assim, as raízes da Equação
16 são
x = 1± i
√
3− α21 − α22 + α1 j+ α2k,
com a mesma condição sobre α1 e α2. Entre as raízes
estão os números 1+ i+ j+ k e 1+
√
3j e as duas raízes
complexas 1±√3i, que corresponde a α1 = α2 = 0.
Podemos também aplicar o Teorema 3 para obter as
raízes cúbicas da unidade nos quatérnios, isto é, encon-
trar as raízes da equação x3 − 1 = 0. A raiz real é y1 = 1
e D = 1 > 0. Pela fórmula do Teorema 3, obtemos
y =
1
2
± i
√
3
4
− (α21 + α22) + α1 j+ α2k,
com α21 + α
2
2 ≤ 34 . Em particular, as raízes cúbicas primi-
tivas da unidade (ω e ω, após a Equação 11) são obtidas
com α1 = α2 = 0.
Ciência e Natura 6
Demonstração: Seja y0 ∈ H uma raíz de y3+ py+ q = 0
e sejam n e t a norma e o traço de y0, respetivamente.
Podemos assumir y0 = 0. Caso contrári , a equação
reduz-se à equação quadrática. Temos assim n > 0.
Dividindo y3 + py+ q por y2 − ty+ n, temos
y3+ py+ q = (y+ t)(y2− ty+n)+ y(t2+ p−n)+ q−nt.
(14)
Substituindo-se y = y0, temos que
y0(t2 + p− n) = nt− q. (15)
Afirmação: Se nt = q, então D > 0.
Demonstração da Afirmação: Primeiramente, note que
D > 0⇔ 4p3 + 27q > 0.
Ainda, nt = q implica p = n − t2. Substituindo na
última expressão, temos
4p3 + 27q2 = 4(n− t2)3 + 27(nt)2.
= 4n3 + 15n2t2 + 12nt4 − 4t6.
Seja α0 a parte real de y0. Lembre que 0 < n = α20 +
(soma de três quadrados) e t = 2α0. Segue que 12nt4 −
4t6 é um termo positivo somado com 12(α0)2(2α0)4 −
4(2α0)6 = 16α60 ≥ 0. Logo 4p3 + 27q2 > 0, concluindo a
demonstração da afirmação.
Segue da Afirmação que se D ≤ 0, então nt = q. Assim,
da Equação 15, temos que y0 ∈ R, já que p e q também
são números reais. Portanto, temos que a Equação 7
somente admite raizes reais, já descritas no Teorema
2. Agora ssumiremos D > 0. P deria ainda correr
nt = q, caso em que a Equação 15 produz uma raiz real
para a Equação 7, o que está em ac rdo co o Teorema
2. Podemos então finalmente assumir D > 0 e nt = q.
Segue que t2 + p − n = 0. Obtemos assim que t e n
devem satisfazer
t3 + pt− q = 0, com q = nt.
Note que para esta equação cúbica temos o mesmo D >
0. Do Teorema 2, só há uma raíz real dada por
t = 2α0 =
3
√
q
2
+
√
p3
27
+
q2
4
+
3
√
q
2
−
√
p3
27
+
q2
4
.
Lembre que α0 é a parte real de y0. Tomemos β, α1, α2 ∈
R tais que y0 = α0 + βi+ α1 j+ α2k e vamos agora deter-
minar β. Temos q = nt = 2(α0)(α20 + β
2 + α21 + α
2
2)
⇒ β = ±
√
q
2α0
− (α20 + α21 + α22).
Substituindo α0 = − 12y1, obtemos coeficiente de i para
a raiz. Juntando todas as informações, obtemos a ex-
pressão para y como enunciada no teorema. Como o
coeficiente de i tem que ser real, devemos ter − qy1 −
1
4y
2
1 − (α21 + α22) ≥ 0, ou seja, α21 + α22 ≤
−4q−y31
4y1
. Para a
última afirmação da primeira parte do teorema, assu-
mindo α1 = α2 = 0 na fórmula para a raiz y, obtemos
p = −3 3
√
Q2 − R2
⇒ −6 3
√
(Q− R)(Q+ R) = 6 3
√
Q+ R 3
√
Q− R+ 4p
⇒ 3
4
(
3
√
Q+ R− 3
√
Q− R
)2
=
1
4
(3y21 + 4p).
Note que o lado ireito da última expressão é o qua-
drado do coeficiente de i em na fórmula do item (1)
do teorem tomando-se α1 = α2 = 0 (o número β na
demonstr ção do Teorema 8). Já o lado esquerdo é o
quadrado da parte imaginária das raízes descritas em 12
e 13. Diretamente verifica-se que as partes reais também
coincidem, o que conclui a demonstração. 
Como exemplo, consideremos a equação
x3 + 3x2 − 6x+ 20 = 0. (16)
Utilizando a substituição x = y− 1, obtemos a equação
y3 − 9y+ 28 = 0. (17)
Aqui, p = −9 e q = 28. Portanto D = 169 > 0. Pelo
Teorema 3, existem soluções quatérnias não reais. Pela
Fórmula de Cardano, temos
y1 =
3
√
−14+
√
169+
3
√
−14−
√
169 = −4,
que é uma raiz real da Equação 17. Com isso, o coe-
ficiente de i na fórmula da parte (1) do Teorema 3 é
±
√
3− α21 − α22, com α1, α2 ∈ R, tais que α21 + α22 ≤ 3.
Logo, as raízes da Equação 17 são todos quatérnios
y = 2± i
√
3− α21 − α22 + α1 j+ α2k,
para os quais α21 + α
2
2 ≤ 3. Assim, as raízes da Equação
16 são
x = 1± i
√
3− α21 − α22 + α1 j+ α2k,
com a mesma condição sobre α1 e α2. Entre as raízes
estão os números 1+ i+ j+ k e 1+
√
3j e as duas raízes
complexas 1±√3i, que correspondem a α1 = α2 = 0.
Podemos também aplicar o Teorema 3 para obter as
raízes cúbicas da unidade n s quatérnios, isto é, encon-
trar as raízes da equação x3 − 1 = 0. A raiz real é y1 = 1
e D = 1 > 0. Pela fórmula do Teorema 3, obtemos
y =
1
2
± i
√
3
4
− (α21 + α22) + α1 j+ α2k,
com α21 +
2
2 ≤ 34 . Em particular, as raízes cúbicas primi-
tivas da unidade (ω e ω, após a Equação 11) são obtidas
com α1 = α2 = 0.
Ciência e Natura 6
Demonstração: Seja y0 ∈ H uma raíz de y3+ py+ q = 0
e seja n e t a norma e o traço de y0, respetivamente.
Po emos assumir y0 = 0. Caso contrário, a equação
reduz-se à equação quadrática. Temos assim n > 0.
Dividindo y3 + py+ q por y2 − ty+ n, temos
y3+ py+ q = (y+ t)(y2− ty+n)+ y(t2+ p−n)+ q−nt.
(14)
Substituindo-se y = y0, temos que
y0(t2 + p− n) = nt− q. (15)
Afir ação: Se nt = q, ent D > 0.
Demonstração da Afirmação: Primeiramente, note que
D > 0⇔ 4p3 + 27q2 > 0.
Ainda, nt = q implica p = n − t2. Substituindo na
última expressão, temos
4p3 + 27q2 = 4(n− t2)3 + 27(nt)2.
= 4n3 + 15n2t2 + 12nt4 − 4t6.
Seja α0 a parte real de y0. Lembre que 0 < n = α20 +
(soma de três quadrados) e t = 2α0. Segue que 1 nt4 −
4t6 é um termo positivo somado com 12(α0)2(2α0)4 −
4(2α0)6 = 16α60 ≥ 0. Logo 4p3 + 27q2 > 0, concluindo a
demonstração d afirmação.
Segue d Afirmação que se D ≤ 0, então nt = q. Assim,
da Equação 15, temos que y0 ∈ R, já que p e q também
sã números reais. Portanto, temos que a Equação 7
somente admite raizes reais, já descrit s no Te rema
2. Agora assu iremos D > 0. Poderia aind ocorr r
nt = q, caso em que a Equação 15 pro uz u a raiz real
para a Equação 7, que está em acordo com o Teorema
2. Podemos então finalmente assu ir D > 0 e nt = q.
Segue que t2 + p − n = 0. Obtemos assim que t e n
devem satisfazer
t3 + pt− q = 0, com q = nt.
Note qu para esta equação cúbica temos o mesmo D >
0. Do Teorema 2, só há uma raíz real dada por
t = 2α0 =
3
√
q
2
+
√
p3
27
+
q2
4
+
3
√
q
2
−
√
p3
27
+
q2
4
.
Lembre que α0 é a parte real de y0. Tomemos β, α1, α2 ∈
R tais que y0 = α0 + βi+ α1 j+ α2k e vamos agora deter-
minar β. Temos q = nt = 2(α0)(α20 + β
2 + α21 + α
2
2)
⇒ β ±
√
q
2α0
− (α20 + α21 + α22).
Substituindo α0 = − 12y1, obtem s o coeficient de i para
a raiz. Juntando todas as informações, obtemos a ex-
pressão para y como enunciada no teorema. Como o
coeficiente de i tem que s r real, devemos ter − qy1 −
1
4y
2
1 − (α21 + α22) ≥ 0, ou seja, α21 + α22 ≤
−4q−y31
4y1
. Para a
última afirmação da primeira parte do teorema, assu-
mindo α1 = α2 = 0 na fórmula para a raiz y, obtemos
p = −3 3
√
Q2 − R2
⇒ −6 3
√
(Q− R)(Q+ R) = 6 3
√
Q+ R 3
√
Q− R+ 4p
⇒ 3
4
(
3
√
Q+ R− 3
√
Q− R
)2
=
1
4
(3y21 + 4p).
Note que o lado dir ito da última expressão é o qua-
drado do coeficie te de i em na fórmula do item (1)
do te rem tomando-s α1 = α2 = 0 (o número β na
demonstração do Teorema 8). Já o lado esquerdo é o
quadrado da part imaginária das raízes descritas e 12
e 13. Diretamente verifica-se que a partes reais também
coincidem, o que conclui a demonstração. 
Como exemplo, consideremos a equação
x3 + 3x2 − 6x+ 20 = 0. (16)
Utilizando a substituição x = y− 1, obtemos a equação
y3 − 9y+ 28 = 0. (17)
Aqui, p = −9 e q = 28. Portanto D = 169 > 0. Pelo
Teorema 3, xistem soluções quatérnias não reais. Pela
Fórmula de Cardano, temos
y1 =
3
√
−14+
√
169+
3
√
−14−
√
169 = −4,
que é uma raiz real da Equação 17. Com isso, o coe-
ficiente de i na fór la da parte (1) do Teorema 3 é
±
√
3− α21 − α22, com α1, α2 ∈ R, tais que α21 + α22 ≤ 3.
Logo, as raízes da Equação 17 são todos quatérnios
y = 2± i
√
3− α21 − α22 + α1 j+ α2k,
para os quais α21 + α
2
2 ≤ 3. Assim, as raízes da Equação
16 são
x = 1± i
√
3− α21 − α22 α1 j+ α2k,
com a mes a condição sobre α1 e α2. Entre as raízes
estão os números 1+ i+ j+ k e 1+
√
3j e as duas raízes
complexas 1±√3i, que corre pondem a α1 = α2 = 0.
Podemos também plicar o Teorema 3 para obter as
raízes cúbicas da unidade nos quatérnios, isto é, encon-
trar as raízes da equação x3 − 1 = 0. A raiz real é y1 = 1
e D = 1 > 0. Pela fórmula do Teorema 3, obtemos
y =
1
2
± i
√
3
4
− (α21 + α22) + α1 j+ α2k,
com α21 + α
2
2 ≤ 34 . Em particular, as r ízes cúbicas primi-
tivas da unidade (ω e ω, após a Equação 11) são obtidas
com α1 = α2 = 0.
Ciência e Natura 6
Demon tração: Seja y0 ∈ H um raíz de y3+ py+ q =
e sejam n e t a norma e o traço de y0 respetivamente.
Podemos assumir y0 = 0. Caso contrári , a equação
reduz-se à equação quadrática. Temos assim n > 0.
Dividindo y3 + py+ q por y2 − ty+ n, temos
y3+ py+ q = (y+ t)(y2− ty+n)+ y(t2+ p−n)+ q−nt.
(14)
Substituind -se y = y0, temos que
y0(t2 + p− n) = nt− q. (15)
firmação: Se nt = q, então D > 0.
Demonstração da Afir ação: Primeiramente, note que
D > 0⇔ 4p3 + 27q2 > 0.
Ainda, nt = q implica p = n − t . Substituindo na
última expressão, temos
4p3 + 27q2 4(n− t2)3 + 27(nt)2.
= 4n3 + 15n2t + 12nt4 − 4t6.
Seja α0 a parte real de y0. Lembre que 0 < n = α20 +
(so a de três quadrados) e t = α0. Segue que 12nt4 −
4t6 é um termo positivo somado com 12(α0)2(2α0)4 −
4(2α0)6 = 16α60 ≥ 0. Logo 4p3 + 27q2 > 0, concluindo a
de onstração da afirmação.
Segue da Afirm ção que s D ≤ 0, ntão nt = q. Assi ,
da Equação 15, temos que y0 ∈ R, já que p e q também
são númer s reais. Portanto, temos q e a Equação 7
somente admite raizes reais, já descritas no Te r
. Agora sumiremos D > 0. P de ia ainda ocorrer
nt = q, caso m que a Equação 15 pr duz u a raiz r al
para a Equação 7, o que está em acordo co o T orema
2. Podemos então finalmente assumir D > 0 e nt = q.
Segue que t2 + p − n = 0. Obtemos assi que t e n
devem satisfazer
t3 + pt− q = 0, com q = nt.
Note que para esta equação cúbica temos o mesmo D >
0. Do Teorema 2, só há uma raíz real dada por
t = 2α0 =
3
√
q
2
√
p3
27
+
q2
4
+
3
√
q
2
−
√
p3
27
+
q2
4
.
Lembre que α0 é a parte real de y0. Tomemos β, α1, α2 ∈
R tais que y0 = α0 + βi+ α1 j+ α2k e vamos agora deter-
minar β. Temos q = nt = 2(α0)(α20 + β
2 + α21 + α
2
2)
⇒ β ±
√
q
2α0
− (α20 + α21 + α22).
Substituindo α0 = − 12y1, obtemos o coeficiente de i para
a raiz. Juntando todas as informações, obtemos a ex-
pressão para y como enunciada no teorema. Como o
coeficiente de i tem que s r real, devemos ter − qy1 −
1
4y
2
1 − (α21 + α22) ≥ 0, ou seja, α21 + α22 ≤
−4q−y31
4y1
. Para a
última afirmação da primeira parte do teorema, assu-
mindo α1 = α2 = 0 na fórmula para a raiz y, obtemos
p = −3 3
√
Q2 − R2
⇒ −6 3
√
(Q− R)(Q+ R) = 6 3
√
Q+ R 3
√
Q− R+ 4p
⇒ 3
4
(
3
√
Q+ R− 3
√
Q− R
)2
=
1
4
(3y21 + 4p).
Not que o lado direito da última expressão é o qu -
dra o coeficiente de i em na fórmula do item ( )
do teorem tomando-se α1 = α2 = 0 (o número β na
demonstr ção do Teorem 8). Já o l do esquerdo o
quadrado da parte imaginária das raízes descritas em 12
e 13. Diretamente verifica-se que as partes reais também
coincidem, o que conclui a demonstração. 
Com exemplo, consideremos a equação
x3 + 3x2 − 6x+ 20 = 0. ( 6)
Utilizando a substituição x = y− 1, obtemos a equaçã
y3 − 9y+ 28 = 0. (17)
Aqui, p = −9 e q = 28. Portanto D = 169 > 0. Pelo
Teorema 3, existem soluções quatérnias não reais. Pela
Fórmula de Cardano, temos
y1 =
3
√
−14+
√
169+
3
√
−14−
√
169 = −4,
que é uma raiz real da Equação 17. Com isso, o coe-
ficiente de i na fórm l da parte ( ) do Teorema 3 é
±
√
3− α21 − α22, com α1, α2 ∈ R, tais que α21 + α22 ≤ 3.
Logo, as raízes da Equação 17 são todos quatérnios
y 2
para os quais α21 + α
2
2 ≤ 3. Assim, as raízes da Equação
16 são
x = 1± i
√
3− α21 − α22 + α1 j+ α2k,
co a mesma condição sobre α1 e α2. Entre as raízes
estão os números 1+ i+ j+ k e 1+
√
3j e as duas raízes
complexas 1±√3i, que corre pondem a α1 = α2 = 0.
Podemos também aplicar o Teorem 3 para obter as
raízes cúbicas d unidade n s quatérnios, isto é, encon-
trar as raízes da equação x3 − 1 = 0. A raiz real é y1 = 1
e D = 1 > 0. Pela fórmula do Teorema 3, obtemos
y =
1
2
± i
√
3
4
− (α21 + α22) + α1 j+ α2k,
co α21 +
2 ≤ 34 . Em particular, as raízes cúbicas primi-
tivas da unidade (ω e ω, após a Equação 11) são obtidas
com α1 = α2 = 0.
Ciência e Natura 6
Demonstração: Seja y0 ∈ H um raíz de y3+ py+ q =
e seja n e t a norma e o traço de y0, respetivamente.
Podemos assumir y0 = 0. Caso contrário, a equação
reduz-se à equação quadrática. Temos assim n > 0.
Dividindo y3 + py+ q por y2 − ty+ n, temos
y3+ py+ q = (y+ t)(y2− ty+n)+ y(t2+ p−n)+ q−nt.
(14)
Substituindo-se y y0, temos que
y0(t2 + p− n) = nt− q. (15)
Afir ação: Se nt = q, então D > 0.
Demonstração da Afirmação: Primeiramente, note que
D > 0⇔ 4p3 + 27q2 > 0.
Ainda, nt = q implica p = n − t2. Substituindo na
última expressão, temos
4p3 + 27q2 = 4(n− t2)3 + 27(nt)2.
= 4n3 + 15n2t2 + 12nt4 − 4t6.
Seja α0 a parte real de y0. Lembre que 0 < n = α20 +
(so a de três qu drados) t = 2α0. Segue que 12nt4 −
4t6 é um termo positivo somado com 12(α0)2(2α0)4 −
4(2α0)6 = 16α60 ≥ 0. Logo 4p3 + 27q2 > 0, concluindo a
demons ração da afirmação.
Segue da Afirmação que s D ≤ 0, ntão nt = q. Assi ,
da Equação 15, temos que y0 ∈ R, já que p e q também
são númer s reais. Portanto, temos q e a Equação 7
somente admite raizes reais, já descritas no Teore
. Agora a su iremos D > 0. Pode ia ainda ocorrer
nt = q, caso em que a Equação 15 pr duz u a raiz r al
para a Equação 7, o que está em acordo com o Teorema
2. Podemos en ão finalmente assu ir D > 0 e nt = q.
Segue que t2 + p − n = 0. Obtemos assim que t e n
devem satisfazer
t3 + pt− q = 0, com q = nt.
Note que para esta equação cúbica temos o mesmo D >
0. Do Teorema 2, só há uma raíz real dada por
t = 2α0 =
3
√
q
2
√
p3
27
+
q2
4
+
3
√
q
2
−
√
p3
27
q2
4
.
Lembre que α0 é a parte real de y0. Tomemos β, α1, α2 ∈
R tais q e y0 = α0 + βi+ 1 j+ α2k e vamos agora dete -
minar β. Temos q = nt = 2(α0)(α20 + β
2 + α21 + α
2
2)
⇒ β = ±
√
q
2α0
− (α20 + α21 + α22).
Substituindo α0 = − 12y1, obtemos o coeficiente de i para
a raiz. Juntando todas as informações, obtemos a ex-
pressão para y como enunciada no teorema. Como o
coeficiente de i tem que ser real, devemos ter − qy1 −
1
4y
2
1 − (α21 + α22) ≥ 0, ou seja, α21 + α22 ≤
−4q−y31
4y1
. Para a
última afirmação da primeira parte do teorema, assu-
mindo α1 = α2 = 0 na fórmula para a raiz y, obtemos
p = −3 3
√
Q2 − R2
⇒ −6 3
√
(Q− R)(Q+ R) = 6 3
√
Q+ R 3
√
Q− R+ 4p
⇒ 3
4
(
3
√
Q+ R− 3
√
Q− R
)2
=
1
4
(3y21 + 4p).
Note que o lado direito d última expressão é o qua-
dra o coeficiente de i em na fórmula do ite ( )
do teore to ando-se α1 = α2 = 0 (o número β na
demonstração do Teorem 8). Já o l do esquerdo é o
quadrado da parte imaginária das raízes descritas e 12
e 13. Diretamente verifica-se que as partes reais também
coincidem, o que conclui a demonstração. 
Com exemplo, consideremos a equação
x3 + 3x2 − 6x+ 20 = 0. ( 6)
Utilizando a substituição x = y− 1, obtemos a quaçã
y3 − 9y 28 = 0. (17)
Aqui, p = −9 e q = 28. Portanto D = 169 > 0. Pelo
Teorema 3, existem soluções quatérnias não reais. Pela
Fórmula de Cardano, temos
y1 =
3
√
−14+
√
169+
3
√
−14−
√
169 = −4,
que é uma raiz real da Equação 17. Com isso, o coe-
ficiente de i na fór ula da parte (1) do Teorema 3 é
±
√
3− α21 − α22, com α1, α2 ∈ R, tais que α21 + α22 ≤ 3.
Logo, as raíze da Equação 17 são todos quatérnios
y = 2± i
√
3− α21 − α22 + α1 j+ α2k,
para os quais α21 + α
2
2 ≤ 3. Assim, as raízes da Equação
16 s
x = 1± i
√
3− α21 − α22 + α1 j+ α2k,
com mes a condição sobre α1 e α2. Ent as raízes
estão os números 1+ i+ j+ k e 1+
√
3j e as duas raízes
complexas 1±√3i, que correspondem a α1 = α2 = 0.
Podemos também aplicar o Teorema 3 para obter as
raízes cúbicas da unidade nos quatérnios, isto é, encon-
trar as raízes da equação x3 − 1 = 0. A raiz real é y1 = 1
e D = 1 > 0. Pela fórmula do Teorema 3, obtemos
y =
1
2
± i
√
3
4
− (α21 + α22) + α1 j+ α2k,
com α21 + α
2
2 ≤ 34 . Em particular, as raízes cúbicas primi-
tivas da unidade (ω e ω, após a Equação 11) são obtidas
com α1 = α2 = 0.
Ciência Natura 6
Demonstração: Seja y0 ∈ H uma raíz de y3+ py+ q = 0
e sejam n e t a norma e o raço de 0, res etivamente.
Podemos assumir y0 = 0. Caso contrário, a equação
reduz-se à equação quadrática. Temos assim n > 0.
Dividindo y3 + py+ q por y2 − ty n, temos
y3+ py+ q = (y+ t)(y2− ty+n)+ y(t2+ p−n)+ q−nt.
(14)
Substituindo-se y = y0, emos que
y0(t2 + p− n) = nt− q. (15)
Afirmação: Se nt = q, então D > 0.
Demonstração da Afirmação: Primeiramente, no e que
D > 0⇔ 4 3 27q2 > 0.
Ainda, nt = q implica p = n − t2. Substituindo na
últi a expres ão, temos
4p3 + 27q2 = 4( − t2)3 + 27(nt)2.
= 4n3 + 15n2t2 + nt4 − 4t6.
Seja α0 a parte real de y0. Lembre que 0 < n = α20 +
(soma de três qu drad s) e t = 2α0. Seg e que 12nt4 −
4t6 é um ter o positivo somado com 12(α0)2(2α0)4 −
4(2α0)6 = 16α60 ≥ 0. L go 4p3 + 27q2 > 0, concluindo a
demonstração da afirmação.
Segue da Afirmação que s D ≤ 0, entã nt = q. Assi ,
da Equaçã 15, emos que y0 ∈ R, já que p e q também
são números reais. Portanto, temos que a E ação 7
som nte admit raizes reais, já descritas no Teorema
2. Agora assumiremos D > 0. Poderia ainda ocorrer
nt = q, caso em que a Equação 15 produz uma raiz real
para a Equação 7, o que está em acordo com o Teorema
2. Podemos então finalmente assumir D > 0 e nt = q.
Segue q e t2 + p − n = 0. Obtemos assim que t e n
devem satisfazer
t3 + pt− q = 0, com q = nt.
Note que para esta equação cúbica temos o mesmo D >
0. Do Teorema 2, só há uma raíz real dada por
t = 2α0 =
3
√
q
2
+
√
p3
27
+
q2
4
+
3
√
q −
√
p3
27
q2
4
.
Lembre que α0 é a parte real de y0. Tomemos β, α1, α2 ∈
R tais que y0 = α0 + βi+ α1 j+ α2k e vamos agora deter-
minar β. Temos q = nt = 2(α0)(α20 + β
2 + α21 + α2)
⇒ β = ±
√
q
2α0
− (α20 + α21 + α2).
Substituindo α0 = − 12y1, obtemos o coeficiente de i para
a raiz. Juntan todas as infor ções, obtemos a ex-
pressão para y como enunciada no teorema. Co o o
coeficiente de i tem que ser real, devemos ter − qy1 −
1
4y
2
1 − (α21 + α2) ≥ 0, ou seja, α21 + α2 ≤
−4q−y31
4y1
. Para a
última afirmação da primeira parte do teorema, assu-
mindo α1 = α2 = 0 na fórmula para a raiz y, obtemos
p = −3 3
√
Q2 − R2
⇒ −6 3
√
(Q− R)(Q+ R) = 6 3
√
Q+ R 3
√
Q− R+ 4p
⇒ 3
4
(
3
√
Q+ R− 3
√
Q− R
)2 1
4
(3y21 + 4p).
N te que o lado direito da última expressão é o qua-
drado do coeficiente de i em na fórmula do item (1)
do teorema tomando-se α1 = α2 = 0 (o número β na
demonstração do Teorema 8). Já o lado esquerdo é o
quadrado da parte imaginária das raíz s descritas em 12
e 13. Diretamente verifica-se que as partes reais também
coincide , o que conclui a emonstração. 
Como exemplo, consideremos a equação
x3 + 3x2 − 6x+ 20 = 0. (16)
Utilizando a substituição x = y− 1, obtemos a quação
y3 − 9y+ 28 = 0. (17)
Aqui, p = −9 e q = 28. Portanto D = 169 > 0. Pelo
Teorema 3, existem soluções quatérnias não reais. Pela
Fórmula de Cardano, temos
y1 =
3
√
−14+
√
169+
3
√
−14−
√
169 = −4,
que é uma raiz real da Equação 17. Com isso, o coe-
ficiente de i na fórmula da parte (1) do Teorema 3 é
±
√
3− α21 − α2, com α1, α2 ∈ R, tai que α21 + α2 ≤ 3.
Logo, as raízes da Equação 17 são todos quatérnios
y = 2± i
√
3− α21 − α2 + α1 j+ α2k,
para os quais α21 + α2 ≤ 3. Assim, as raízes da Equação
16 ão
x = 1± i
√
3− α21 − α2 + α1 j+ α2k,
com a m sm condição sobre α1 e α2. Entre s raízes
estão os números 1+ i+ j+ k e 1+
√
3j e as duas raízes
complex s 1±√3i, que correspond a α1 = α2 = 0.
Podemos também aplicar o Teorema 3 para obter as
raízes cúbicas da unidade nos qu té nios, isto é, encon-
trar as raízes da quação x3 − 1 = 0. A raiz real é y1 = 1
e D = 1 > 0. Pela fór ula do Teorema 3, obtemos
y =
1
2
± i
√
3
4
− (α21 + α2) + α1 j+ α2k,
com α21 + α2 ≤ 34 . Em particular, as raízes cúbicas primi-
tivas da unidade (ω e ω, após a Equação 11) são obtidas
com α1 = α2 = 0.
Ciência e Nat ra 6
emonstração: Seja y0 ∈ H uma raíz de y3+ py+ q = 0
e sejam n e t a norma e o traço de y0, respetivamente.
Podemos assumir y0 = 0. Caso contrário, a equação
reduz-se à equação quadrática. Temos assim n > 0.
Dividindo y3 + py+ q por y2 − ty+ n, temos
y3+ py+ q = (y+ t)(y2− ty+n)+ y(t2+ p−n)+ q−nt.
(14)
Substituindo-se y = y0, temos que
y0(t2 + p− n) = nt− q. (15)
Afirmação: Se nt = q, então D > 0.
Demonstração da Afirmação: Primeiramente, note que
D > 0⇔ 4p3 + 7q2 > 0.
Ainda, nt = q implica p = n − t2. Substituindo na
última expressão, tem
4p3 + 27q2 = 4(n− t2)3 + 27(nt)2.
= 4n3 + 15n2t2 + 12 t4 − 4t6.
Seja α0 a parte real de y0. Lembre que 0 < n = α20 +
(so a e três qu d ados) e t = 2α0. Segue que 12nt4 −
4t6 é m termo positivo somado com 12(α0)2(2α0)4 −
4(2α0)6 = 16α60 ≥ 0. L go 4p3 + 27q2 > 0, concl ind
de o str ção da afirmação.
Segue da Afirmação que se D ≤ 0, então nt = q. Assim,
da Equ ção 15, temos qu y0 ∈ R, já que p e q também
são núm ros reais. Port nt , te s que a Equação 7
somente admite raizes reais, já descritas n Teorema
2. Agora assumiremos D > 0. Poderia ainda ocorrer
nt = q, caso em que a Equação 15 pro uz uma raiz real
para a Equação 7, o que está em acordo com o Teorema
2. Podemos então finalmente assumir D > 0 e nt = q.
Segue que t2 + p − n = 0. Obtemos assim que t e n
devem satisfazer
t3 + pt− q = 0, com q = nt.
Note que para esta equação cúbica te os o mesmo D >
0. Do Teorema 2, só há uma raíz real dada por
t = 2α0 =
3
√
q
2
+
p3
27
+
q2
4
+
3
√
q
2
−
√
p3
27
+
q2
4
.
Lembre que α0 é a parte real de y0. Tomemos β, α1, α2 ∈
R tais que y0 = α0 + βi+ α1 j+ α2k e vamos agora det r-
minar β. Temos q = nt = 2(α0)(α20 + β
2 + α21 + α
2
2)
⇒ β = ±
√
q
2α0
− (α20 + α21 + α22).
Substituindo α0 = − 12y1, obtemos o coeficiente de i para
a raiz. Juntando todas as informações, obtemos a ex-
pressão para y como enunciada no teorema. Como o
coeficiente de i tem que ser re l, devem s ter − qy1 −
1
4y
2
1 − (α21 + α22) ≥ 0, ou seja, α21 + α22 ≤
−4q y31
4y1
. Para a
última afirmação da primeira parte do teorema, assu-
mindo α1 = α2 = 0 na fórmula par a raiz y, btemos
p = −3 3
√
Q2 − R2
⇒ −6 3
√
(Q− R)(Q+ R) = 6 3
√
Q+ R 3
√
Q− R+ 4p
⇒ 3
4
(
3
√
Q+ R− 3
√
Q− R
)2
=
1
4
(3y21 + 4p).
Note que o la direito da última expressão é qua-
drado do coeficiente de i em na fórm la do it m (1)
do teo a tomando-se α1 = α2 = 0 (o número β na
demonstração do Teorema 8). Já o lado esquerdo é o
quadrado da parte maginária das raízes descritas em 12
e 13. Diretamente verifica-s que as partes reais também
coincidem, o que conclui a demonstração. 
Como exemplo, consideremos a equação
x3 + 3x2 − 6x+ 20 = 0. (16)
Utilizando a substituição x = y− , obte os a equação
y3 − 9y+ 28 = 0. (17)
Aqui, p = −9 e q = 28. Portanto D = 169 > 0. Pelo
Teorema 3, existem soluções quatérnias não reais. Pela
Fórmula de Cardano, temos
y1 =
3
√
−14+ 169+ 3
√
−14−
√
169 = −4,
que é uma raiz real da Equação 17. Com isso, o coe-
ficiente de i na fórmula da parte (1) do Teorem 3 é
±
√
3− α21 − α22, com α1, 2 ∈ R, tais que α21 + α22 ≤ 3.
Logo, as raízes da Equação 17 são todos quatérnios
y = 2± i
√
3− α21 − 22 1 j+ α2k,
para os quais α21 + α
2
2 ≤ 3. Assim, as raízes da Equação
16 são
x = 1± i
√
3− α21 α22 + α1 j+ α2k,
com a mesma condição sobre α1 e α2. Entre as raízes
estão os números 1+ i+ j+ k e 1+
√
3j e as duas raízes
plexas 1±√3 , que correspondem a α1 = α2 = 0.
Podemos també aplicar o Teorema 3 para bter as
raízes cúbicas a unid de nos quatérni s, isto é, encon-
trar as raízes a equação x3 − 1 = 0. A raiz real é y1 = 1
e D = 1 > 0. Pela fórmula do Teorema 3, obtemos
y =
1
2
± i
√
3
4
− (α21 + α22) + α1 j+ α2k,
com α21 + α
2
2 ≤ 34 . Em particular, as raízes cúbicas primi-
tivas da unidade (ω e ω, após a Equação 11) são obtidas
com α1 = α2 = 0.
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Demonstração: Seja y0 ∈ H uma raíz de y3+ py+ q = 0
e sejam n e t a norma e o traço de y0, respetivamente.
Podemos assumir y0 = 0. Caso contrário, a equação
reduz-se à equação quadrática. Temos assim n > 0.
Dividindo y3 + py+ q por y2 − ty+ n, temos
y3+ py+ q = (y+ t)(y2− ty+n)+ y(t2+ p−n)+ q−nt.
(14)
Substituindo-se y = y0, temos que
y0(t2 + p− n) = nt− q. (15)
Afirmação: Se nt = q, então D > 0.
Demonstração da Afirmação: Primeiramente, note que
D > 0⇔ 4p3 + 27q2 > 0.
Ainda, nt = q implica p = n − t2. Substituindo na
última expressão, temos
4p3 + 27q2 = 4(n− t2)3 + 27(nt)2.
= 4n3 + 15n2t2 + 12nt4 − 4t6.
Seja α0 a parte real de y0. Lembre que 0 < n = α20 +
(soma de três quadrados) e t = 2α0. Segue que 12nt4 −
4t6 é um termo positivo somado com 12(α0)2(2α0)4 −
4(2α0)6 = 16α60 ≥ 0. Logo 4p3 + 27q2 > 0, concluindo a
demonstração da afirmação.
Segue da Afirmação que se D ≤ 0, então nt = q. Assim,
da Equação 15, temos que y0 ∈ R, já que p e q também
são números reais. Portanto, temos que a Equação 7
somente admite raizes reais, já descritas no Teorema
2. Agora assumiremos D > 0. Poderia ainda ocorrer
nt = q, caso em que a Equação 15 produz uma raiz real
para a Equação 7, o que está em acordo com o Teorema
2. Podemos então finalmente assumir D > 0 e nt = q.
Segue que t2 + p − n = 0. Obtemos assim que t e n
devem satisfazer
t3 + pt− q = 0, com q = nt.
Note que para esta equação cúbica temos o mesmo D >
0. Do Teorema 2, só há uma raíz real dada por
t = 2α0 =
3
√
q
2
+
√
p3
27
+
q2
4
+
3
√
q
2
−
√
p3
27
+
q2
4
.
Lembre que α0 é a parte real de y0. Tomemos β, α1, α2 ∈
R tais que y0 = α0 + βi+ α1 j+ α2k e vamos agora deter-
minar β. Temos q = nt = 2(α0)(α20 + β
2 + α21 + α
2
2)
⇒ β = ±
√
q
2α0
− (α20 + α21 + α22).
Substituindo α0 = − 12y1, obtemos o coeficiente de i para
a raiz. Juntando todas as informações, obtemos a ex-
pressão para y como enunciada no teorema. Como o
coeficiente de i tem que ser real, devemos ter − qy1 −
1
4y
2
1 − (α21 + α22) ≥ 0, ou seja, α21 + α22 ≤
−4q−y31
4y1
. Para a
última afirmação da primeira parte do teorema, assu-
mindo α1 = α2 = 0 na fórmula para a raiz y, obtemos
p = −3 3
√
Q2 − R2
⇒ −6 3
√
(Q− R)(Q+ R) = 6 3
√
Q+ R 3
√
Q− R+ 4p
⇒ 3
4
(
3
√
Q+ R− 3
√
Q− R
)2
=
1
4
(3y21 + 4p).
Note que o lado direito da última expressão é o qua-
drado do coeficiente de i em na fórmula do item (1)
do teorema tomando-se α1 = α2 = 0 (o número β na
demonstração do Teorema 8). Já o lado esquerdo é o
quadrado da parte imaginária das raízes descritas em 12
e 13. Diretamente verifica-se que as partes reais também
coincidem, o que conclui a demonstração. 
Como exemplo, consideremos a equação
x3 + 3x2 − 6x+ 20 = 0. (16)
Utilizando a substituição x = y− 1, obtemos a equação
y3 − 9y+ 28 = 0. (17)
Aqui, p = −9 e q = 28. Portanto D = 169 > 0. Pelo
Teorema 3, existem soluções quatérnias não reais. Pela
Fórmula de Cardano, temos
y1 =
3
√
−14+
√
169+
3
√
−14−
√
169 = −4,
que é uma raiz real da Equação 17. Com isso, o coe-
ficiente de i na fórmula da parte (1) do Teorema 3 é
±
√
3− α21 − α22, com α1, α2 ∈ R, tais que α21 + α22 ≤ 3.
Logo, as raízes da Equação 17 são todos quatérnios
y = 2± i
√
3− α21 − α22 + α1 j+ α2k,
para os quais α21 + α
2
2 ≤ 3. Assim, as raízes da Equação
16 são
x = 1± i
√
3− α21 − α22 + α1 j+ α2k,
com a mesma condição sobre α1 e α2. Entre as raízes
estão os números 1+ i+ j+ k e 1+
√
3j e as duas raízes
complexas 1±√3i, que correspondem a α1 = α2 = 0.
Podemos também aplicar o Teorema 3 para obter as
raízes cúbicas da unidade nos quatérnios, isto é, encon-
trar as raízes da equação x3 − 1 = 0. A raiz real é y1 = 1
e D = 1 > 0. Pela fórmula do Teorema 3, obtemos
y =
1
2
± i
√
3
4
− (α21 + α22) + α1 j+ α2k,
com α21 + α
2
2 ≤ 34 . Em particular, as raízes cúbicas primi-
tivas da unidade (ω e ω, após a Equação 11) são obtidas
com α1 = α2 = 0.
Ciência e Natura 6
Demonstração: Seja y0 ∈ H uma raíz de y3+ py+ q = 0
e sejam n e t a norma e o traço de y0, respetivamente.
Podemos assumir y0 = 0. Caso contrário, a equação
reduz-se à equação quadrática. Temos assim n > 0.
Dividindo y3 + py+ q por y2 − ty+ n, temos
y3+ py+ q = (y+ t)(y2− ty+n)+ y(t2+ p−n)+ q−nt.
(14)
Substituindo-se y = y0, temos que
y0(t2 + p− n) = nt− q. (15)
Afirmação: Se nt = q, então D > 0.
Demonstração da Afirmação: Primeiramente, note que
D > 0⇔ 4p3 + 27q2 > 0.
Ainda, nt = q implica p = n − t2. Substituindo na
última expressão, temos
4p3 + 27q2 = 4(n− t2)3 + 27(nt)2.
= 4n3 + 15n2t2 + 12nt4 − 4t6.
Seja α0 a parte real de y0. Lembre que 0 < n = α20 +
(soma de três quadrados) e t = 2α0. Segue que 12nt4 −
4t6 é um termo positivo somado com 12(α0)2(2α0)4 −
4(2α0)6 = 16α60 ≥ 0. Logo 4p3 + 27q2 > 0, concluindo a
demonstração da afirmação.
Segue da Afirmação que se D ≤ 0, então nt = q. Assim,
da Equação 15, temos que y0 ∈ R, já que p e q também
são números reais. Portanto, temos que a Equação 7
somente admite raizes reais, já descritas no Teorema
2. Agora assumiremos D > 0. Poderia ainda ocorrer
nt = q, caso em que a Equação 15 produz uma raiz real
para a Equação 7, o que está em acordo com o Teorema
2. Podemos então finalme te assumir D > 0 e nt = q.
Segue que t2 + p − n = 0. Obtemos assim que t e n
devem satisfazer
t3 + pt− q = 0, com q = nt.
Note que para esta equação cúbica temos o mesmo D >
0. Do Teorema 2, só há uma raíz real dada por
t = 2α0 =
3
√
q
2
+
√
p3
27
+
q2
4
+
3
√
q
2
−
√
p3
27
+
q2
4
.
Le bre que α0 é a parte l de y0. Tomemos β, α1, α2 ∈
R tais que y0 = α0 + βi+ α1 j+ α2k e vamos agora deter-
minar β. Temos = nt = 2(α0)(α20 + β
2 + α21 + α
2
2)
⇒ β = ±
√
q
2α0
− (α20 + α21 + α22).
Substituindo α0 = − 12y1, obtemos o coeficiente de i para
a raiz. Juntando todas as infor ações, obtemos a ex-
pressão para y como enunciada no teorema. Como o
coeficiente de i tem que ser real, devemos ter − qy1 −
1
4y
2
1 − (α21 + α22) ≥ 0, ou seja, α21 + α22 ≤
−4q−y31
4y1
. Para a
última afirmação da primeira parte do teorema, assu-
mindo α1 = α2 = 0 na fórmula para a raiz y, obtemos
p = −3 3
√
Q2 − R2
⇒ −6 3
√
(Q− R)(Q+ R) = 6 3
√
Q+ R 3
√
Q− R+ 4p
⇒ 3
4
(
3
√
Q+ R− 3
√
Q− R
)2
=
1
4
(3y21 + 4p).
Note que o lado direito da última expressão é o qua-
drado do coeficiente de i em na fórmula do item (1)
do teorema tomando-se α1 = α2 = 0 (o número β na
demonstração do Teorema 8). Já o lado esquerdo é o
quadrado da parte imaginária das raízes descritas em 12
e 13. Diretamente verifica-se que as partes reais também
coincidem, o que conclui a demonstração. 
Como exemplo, consideremos a equação
x3 + 3x2 − 6x+ 20 = 0. (16)
Utilizando a substituição x = y− 1, obtemos a equação
y3 − 9y+ 28 = 0. (17)
Aqui, p = −9 e q = 28. Portanto D = 169 > 0. Pelo
Teorema 3, existem soluções quatérnias não reais. Pela
Fórmula de Cardano, temos
y1 =
3
√
−14+
√
169+
3
√
−14−
√
169 = −4,
q e é uma raiz r al da Equ ção 17. Com isso, o coe-
ficiente de i na fórmula da parte (1) do Teorema 3 é
±
√
3− α21 − α22, com α1, α2 ∈ R, tais que α21 + α22 ≤ 3.
Logo, as raízes da Equação 17 são todos quatérnios
y = 2± i
√
3− α21 − α22 + α1 j+ α2k,
para os quais α21 + α
2
2 ≤ 3. Assim, as raízes da Equação
16 são
x = 1± i
√
3− α21 − α22 + α1 j+ α2k,
com a mesma condição sobre α1 e α2. Entre as raízes
estão os números 1+ i+ j+ k e 1+
√
3j e as duas raízes
complexas 1±√3i, que correspondem a α1 = α2 = 0.
Podemos também aplicar o Teorema 3 para obter as
raízes cúbicas da unidade nos quatérnios, isto é, encon-
trar as raízes da equação x3 − 1 = 0. A raiz real é y1 = 1
e D = 1 > 0. Pela fórmula do Teorema 3, obtemos
y =
1
2
± i
√
3
4
− (α21 + α2) + α1 j+ α2k,
com α21 + α
2
2 ≤ 34 . Em particular, as raízes cúbicas primi-
tivas da unidade (ω e ω, após a Equação 11) são obtidas
com α1 = α2 = 0.
Ciência e Natura 6
D monstração: Seja y0 ∈ H uma raíz de y3+ py+ q = 0
e sejam n e t a norma e o traço de y0, espetivamente.
Podemos ass mir y0 = 0. C so contrário, a equação
reduz-se à equação quadrática. Temos assim n > 0.
Dividindo y3 + py+ q por y2 − ty+ n, temos
y3+ py+ q = (y+ t)(y2− ty+n)+ y(t2+ p−n)+ q−nt.
(14)
Substituindo-se y = y0, temos que
y0(t2 + p− n) = nt− q. (15)
Afirmação: Se nt = q, então D > 0.
Demonstração da Afirmação: Primeiramente, note que
D > 0⇔ 4p3 + 27q2 > 0.
Ainda, nt = q implica p = n − t2. Substituindo na
última expressão, temos
4p3 + 27q2 = 4(n− t2)3 + 27(nt)2.
= 4n3 + 15n2t2 + 12nt4 − 4t6.
Seja α0 a parte real e y0. Lembre que 0 < n = α20 +
(soma de t ês quadrad s) e t = 2α0. Segue que 12nt4 −
4t6 é um termo positiv somado com 12(α0)2(2α0)4 −
4(2α0)6 = 16α60 ≥ 0. Logo 4p3 + 27q2 > 0, concluindo a
demonstração da afirmação.
Segue da Afirmação que se D ≤ 0, então nt = q. Assi ,
da Equaçã 15, temos que y0 ∈ R, já p e t mbém
são úmeros r ais. Po t nto, temos que a Equação 7
somente dmite raizes reais, já descritas no Teorem
2. Agora as umir D > 0. Poderia ainda ocorrer
nt = q, caso em que a Equação 15 produz uma raiz re l
para a Equação 7, o que está em acordo com o Teorema
2. Podemos então finalmente assumir D > 0 e nt = q.
Segue que t2 + p − n = 0. Obtemos assim que t e n
devem satisfaze
t3 + pt− q = 0, com q = nt.
Note que par esta equação cúbica temos o mesmo D >
0. Do Teorema 2, só há uma raíz real dada por
t = 2α0 =
3
√
q
2
+
√
p3
27
+
q2
4
+
3
√
q
2
−
√
p3
27
+
q2
4
.
Lembre que α0 é a parte real de y0. To emos β, α1, α2 ∈
R t is que y0 = α0 + βi+ α1 j+ 2k e vamos agora deter-
minar β. Tem s q = nt = 2(α0)(α20 + β
2 + α21 + α
2
2)
⇒ β = ±
√
q
2α0
− (α20 + α21 + α22).
Substituindo α0 = − 12y1, obtemos o coeficiente de i para
a raiz. Juntand todas as informações, obtem s a ex-
pressão para y como enunciada no teorema. Como o
coeficiente de i tem que ser real, devemos ter − qy1 −
1
4y
2
1 − (α21 + α22) ≥ 0, ou s ja, α21 + α22 ≤
−4q−y31
4y1
. Para a
última afirmação da pri eira parte do teorema, a su-
mindo α1 = α2 = 0 na fórmula para a raiz y, obtemos
p = −3 3
√
Q2 − R2
⇒ −6 3
√
(Q− R)(Q+ R) = 6 3
√
Q+ R 3
√
Q− R+ 4p
⇒ 3
4
(
3
√
Q+ R− 3
√
Q− R
)2
=
1
4
(3y21 + 4p).
Note que lado direito da última expressão é o qua-
drad do coeficiente de i em na fórmula do item (1)
do teorema tomand -se α1 = α2 = 0 (o número β na
demonstração do Teorema 8). Já o lado esquerdo é o
quadrado da parte imaginária das raízes descritas em 12
e 13. Diretamente verifica-se que as partes reais também
coincidem, o que conclui a demonstração. 
Como exemplo, consideremos a equação
x3 + 3x2 − 6x+ 20 = 0. (16)
Utilizando a substituição x y− 1, obtemos a equação
y3 − 9y+ 28 = 0. (17)
Aqui, p = −9 q = 28. Portanto D = 169 > 0. Pelo
Teorema 3, existem soluções quatérnias não reais. Pela
Fórmula de Cardano, temos
y1 =
3
√
−14+
√
169+
3
√
−14−
√
169 = −4,
qu é um raiz real d Equação 17. C m isso, o coe-
ficiente de i na fórmula da parte (1) do Teorema 3 é
±
√
3− α21 − α22, com α1, α2 ∈ R, tais que α21 + α22 ≤ 3.
Logo, as raízes da Equação 17 são todos quatérnios
y = 2± i
√
3− α21 − α22 + α1 j+ α2k,
para os quais α21 + α
2
2 ≤ 3. Assim, as raízes da Equação
16 são
x = 1± i
√
3− α21 − α22 + α1 j+ α2k,
com a mesma condição sobr α1 e α2. Entre s raízes
estão os números 1+ i+ j+ k e 1+
√
3j e as duas raízes
complexas 1±√3i, que correspondem a α1 = α2 = 0.
Podemos t mbém aplicar o Teo ema 3 para obter as
ízes cúbicas da nidade nos quatérnios, isto , encon-
trar as raízes da equação x3 − 1 = 0. A raiz r al é y1 = 1
e D = 1 > 0. Pela fórmula do Teorema 3, obtemos
y =
1
2
± i
4
− (α21 + α22) + α1 j+ α2k,
com α21 + α
2
2 ≤ 34 . Em particul r, as raízes cúbicas primi-
tivas da unidade (ω e ω, após a Equação 11) são obtidas
com α1 = α2 = 0.
Ciência e Natura 6
Demonstração: Seja y0 ∈ H uma raíz de y3+ py+ q = 0
e seja n e t a norma e o traço de y0, respetivamente.
Po emos assumir y0 = 0. Caso co trári , a equação
reduz-se à equação uadrática. Temos assim n > 0.
Dividindo y3 + py+ q por y2 − ty+ n, temos
y3+ py+ q = (y+ t)(y2− ty+n)+ y(t2+ p−n)+ q−nt.
(14)
Substituindo-se y = y0, temos que
y0(t2 + p− n) = nt− q. (15)
Afirmação: Se nt = q, ent D > 0.
Demonstração da Afirmação: Primeiramente, note que
D > 0⇔ 4p3 + 27q2 > 0.
Ainda, nt = q implica p = n − t2. Substituindo na
última expressão, temos
4p3 + 27q2 = 4(n− t2)3 + 27(nt)2.
= 4n3 + 15n2t2 + 12nt4 − 4t6.
Seja α0 a parte real de y0. Lembre que 0 < n = α20 +
(soma de três quadrados) e t = α0. Segue que 12nt4
4t6 é um termo positivo s mado com 12(α0)2(2α0)4 −
4(2α0)6 = 16α60 ≥ 0. Logo 4p3 + 27q2 > 0, concluindo a
emonstração da afirmação.
Segue da Afirm ção que s D ≤ 0, então nt = q. Assim,
da Equação 15, temos que y0 ∈ R, já que p e q também
são números reais. Portanto, temo que a Equação 7
soment admite aizes reais, já descrit s no Teorema
2. Agora ssu iremos D > 0. P deria aind ocorrer
nt = q, caso m que a Equação 15 pro uz uma raiz real
para a Equação 7, o que está em acordo co o T orema
2. Podemos então fi almente assumir D > 0 e nt = q.
gue que t2 + p − n = 0. Obtemos assim que t e n
devem satisfazer
t3 + pt− q = 0, com q = nt.
Note qu para esta equação cúbica temos o mesmo D >
0. Do Teorema 2, só há uma raíz real dada or
t = 2α0 =
3
√
q
2
+
√
p3
27
+
q2
4
+
3
√
q
2
−
√
p3
27
+
q2
4
.
Lembre que α0 é a parte real de y . Tomemos β, α1, α2 ∈
R tais que y0 = α0 + βi+ α1 j+ α2k e vamos agora deter-
minar β. Temos q = nt = 2(α0)(α20 + β
2 + α21 + α
2
2)
⇒ β = ±
√
q
2α0
− (α20 + α21 + α22).
Substituindo α0 = − 12y1, obtemos o co ficient de i para
a aiz. Junt ndo todas as informações, obtemos a ex-
pressão para y como enunciada no teorema. Como o
coeficiente de i tem que ser real, devemos ter − qy1 −
1
4y
2
1 − (α21 + 22) ≥ 0, ou seja, α21 + α22 ≤
−4q−y31
4y1
. Para a
última afirmação da primeira parte do teorema, assu-
mindo α1 = α2 = 0 na fórmula para a raiz y, obtemos
p = −3 3
√
Q2 − R2
⇒ −6 3
√
Q− R)(Q+ R) = 6 3
√
Q+ R 3
√
Q− R+ 4p
⇒ 3
4
(
3
√
Q+ R− 3
√
Q− R
)2
=
1
4
(3y21 + 4p).
Not que o lado dir ito da última expressão é o qu -
rado do coeficie te d i em na fórmula do item (1)
o te rema t mando-s α1 = α2 = 0 (o número β na
demonstr ção do Teorema 8). Já o lado querdo o
quadrado da parte imaginária das raízes descritas em 12
e 13. Direta ent verifica-se que as partes reais também
coi cidem, o que co clui a demonstração. 
Como exemplo, consideremos a equação
x3 + 3x2 − 6x+ 20 = 0. (16)
Utilizando a substituição x = y− 1, obtemos a equação
y3 − 9y+ 28 = 0. (17)
Aqui, p = −9 e q = 28. Portanto D = 169 > 0. Pelo
Teorem 3, existem soluçõe quatérnias não reais. Pela
Fórmula de Cardano, temos
y1 =
3
√
−14+
√
169+
3
√
−14−
√
169 = −4,
que é u a raiz real da Equaçã 17. C m isso, o coe-
ficiente de i na fór ula da parte (1) do Teorema 3 é
±
√
3− α21 − α22, com α1, α2 ∈ R, tais que α21 + α22 ≤ 3.
Logo, as raízes da Equação 17 são todos quatérnios
y = 2± i
√
3− α21 − α22 + α1 j+ α2k,
para s quais α21 + α
2
2 ≤ 3. Assim, as raízes da Equação
16 são
x = 1± i
√
3− α21 − α22 + α1 j+ α2k,
co a mes a condição sobre α1 e α2. Entre as raízes
estão os números 1+ i+ j+ k e 1+
√
3j e as duas raízes
complexas 1±√3i, que correspondem a α1 = α2 = 0.
Podemos também plicar o Teorem 3 para obter as
raízes cúbicas d unidade n s quatérnios, isto é, encon-
trar as raízes da equação x3 − 1 = 0. A raiz real é y1 = 1
e D = 1 > 0. Pela fórmula do Teorema 3, obtemos
y =
1
2
± i
√
3
4
− (α21 + α22) + α1 j+ α2k,
c 21 +
2
2 ≤ 34 . Em particular, as r ízes cúbicas primi-
tivas da unidade (ω e ω, após a Equação 11) são obtidas
com α1 = α2 = 0.
Ciência e Natura 6
Demonstração: Seja y0 ∈ H uma raíz de y3+ py+ q = 0
e sejam n e t a norma e o traço de y0, respetivamente.
Podemos assumir y0 = 0. Caso contrário, a equação
reduz-se à equação quadrática. Temos assim n > 0.
Dividindo y3 + py+ q por y2 − ty+ n, temos
y3+ py+ q = (y+ t)(y2− ty+n)+ y(t2+ p−n)+ q−nt.
(14)
Substituindo-se y = y0, temos que
y0(t2 + p− n) = nt− q. (15)
Afirmação: Se nt = q, então D > 0.
Demonstração da Afirmação: Primeiramente, note que
D > 0⇔ 4p3 + 27q2 > 0.
Ainda, nt = q implica p = n − t2. Substituindo na
última expressão, temos
4p3 + 27q2 = 4(n− t2)3 + 27(nt)2.
= 4n3 + 15n2t2 + 12nt4 − 4t6.
Seja α0 a parte real de y0. Lembre que 0 < n = α20 +
(soma de três quadrados) e t = 2α0. Segue que 12nt4 −
4t6 é um termo positivo somado com 12(α0)2(2α0)4 −
4(2α0)6 = 16α60 ≥ 0. Logo 4p3 + 27q2 > 0, concluindo a
demonstração da afirmação.
Segue da Afirmação que se D ≤ 0, então nt = q. Assim,
da Equação 15, temos que y0 ∈ R, já que p e q também
são números reais. Portanto, temos que a Equação 7
somente admite raizes reais, já descritas no Teorema
2. Agora assumiremos D > 0. Poderia ainda ocorrer
nt = q, caso em que a Equação 15 produz uma raiz real
para a Equação 7, o que está em acordo com o Teorema
2. Podemos então finalmente assumir D > 0 e nt = q.
Segue que t2 + p − n = 0. Obtemos assim que t e n
devem satisfazer
t3 + pt− q = 0, com q = nt.
Note que para esta equação cúbica temos o mesmo D >
0. Do Teorema 2, só há uma raíz real dada por
t = 2α0 =
3
√
q
2
+
√
p3
27
+
q2
4
+
3
√
q
2
−
√
p3
27
+
q2
4
.
Lembre que α0 é a parte real de y0. Tomemos β, α1, α2 ∈
R tais que y0 = α0 + βi+ α1 j+ α2k e vamos agora deter-
minar β. Temos q = nt = 2(α0)(α20 + β
2 + α21 + α
2
2)
⇒ β = ±
√
q
2α0
− (α20 + α21 + α22).
Substituindo α0 = − 12y1, obtemos o coeficiente de i para
a raiz. Juntando todas as informações, obtemos a ex-
pressão para y como enunciada no teorema. Como o
coeficiente de i tem que ser real, devemos ter − qy1 −
1
4y
2
1 − (α21 + α22) ≥ 0, ou seja, α21 + α22 ≤
−4q−y31
4y1
. Para a
última afirmação da primeira parte do teorema, assu-
mindo α1 = α2 = 0 na fórmula para a raiz y, obtemos
p = −3 3
√
Q2 − R2
⇒ −6 3
√
(Q− R)(Q+ R) = 6 3
√
Q+ R 3
√
Q− R+ 4p
⇒ 3
4
(
3
√
Q+ R− 3
√
Q− R
)2
=
1
4
(3y21 + 4p).
Note que o lado direito da última expressão é o qua-
drado do coeficiente de i em na fórmula do item (1)
do teorema tomando-se α1 = α2 = 0 (o número β na
demonstração do Teorema 8). Já o lado esquerdo é o
quadrado da parte imaginária das raízes descritas em 12
e 13. Diretamente verifica-se que as partes reais também
coincidem, o que conclui a demonstração. 
Como exemplo, consideremos a equação
x3 + 3x2 − 6x+ 20 = 0. (16)
Utilizando a substituição x = y− 1, obtemos a equação
y3 − 9y+ 28 = 0. (17)
Aqui, p = −9 e q = 28. Portanto D = 169 > 0. Pelo
Teorema 3, existem soluções quatérnias não reais. Pela
Fórmula de Cardano, temos
y1 =
3
√
−14+
√
169+
3
√
−14−
√
169 = −4,
que é uma raiz real da Equação 17. Com isso, o coe-
ficiente de i na fórmula da parte (1) do Teorema 3 é
±
√
3− α21 − α22, com α1, α2 ∈ R, tais que α21 + α22 ≤ 3.
Logo, as raízes da Equação 17 são todos quatérnios
y = 2± i
√
3− α21 − α22 + α1 j+ α2k,
para os quais α21 + α
2
2 ≤ 3. Assim, as raízes da Equação
16 são
x = 1± i
√
3− α21 − α22 + α1 j+ α2k,
com a mesma condição sobre α1 e α2. Entre as raízes
estão os números 1+ i+ j+ k e 1+
√
3j e as duas raízes
complexas 1±√3i, que correspondem a α1 = α2 = 0.
Podemos também aplicar o Teorema 3 para obter as
raízes cúbicas da unidade nos quatérnios, isto é, encon-
trar as raízes da equação x3 − 1 = 0. A raiz real é y1 = 1
e D = 1 > 0. Pela fórmula do Teorema 3, obtemos
y =
1
2
± i
√
3
4
− (α21 + α22) + α1 j+ α2k,
com α21 + α
2
2 ≤ 34 . Em particular, as raízes cúbicas primi-
tivas da unidade (ω e ω, após a Equação 11) são obtidas
com α1 = α2 = 0.
Ciência e Natura 6
D monstração: Seja y0 ∈ H uma raíz de y3+ py+ q = 0
e sejam n e t a norma e o traço de y0, respetivamente.
Podemos ass mir y0 = 0. C so contrário, a equação
reduz-se à equação quadrática. Temos assim n > 0.
Dividindo y3 + py+ q por y2 − ty+ n, temos
y3+ py+ q = (y+ t)(y2− ty+n)+ y(t2+ p−n)+ q−nt.
(14)
Substituindo-se y = y0, temos que
y0(t2 + p− n) = nt− q. (15)
Afirmação: Se nt = q, então D > 0.
Demonstração da Afirmação: Primeiramente, note que
D > 0⇔ 4p3 + 27q2 > 0.
Ainda, nt = q implica p = n − t2. Substituindo na
última expressão, temos
4p3 + 27q2 = 4(n− t2)3 + 27(nt)2.
= 4n3 + 15n2t2 + 12nt4 − 4t6.
Seja α0 a parte real e y0. Lembre que 0 < n = α20 +
(soma de t ês quadrad s) e t = 2α0. Segue que 12nt4 −
4t6 é um termo positiv somado com 12(α0)2(2α0)4 −
4(2α0)6 = 16α60 ≥ 0. Logo 4p3 + 27q2 > 0, concluindo a
demonstração da afirmação.
Segue da Afirmação que se D ≤ 0, então nt = q. Assi ,
da Equaçã 15, temos que y0 ∈ R, já p e t mbém
são úmeros r ais. Po tanto, temos que a Equação 7
somente dmite raizes reais, já descritas no Teorema
2. Agor assumir mos D > 0. Poderia ainda ocorrer
nt = q, caso em que a Equação 15 p oduz uma raiz re l
para a Equação 7, o que está em acordo com o Teorema
2. Podemos então finalmente assumir D > 0 e n = q.
Segue que t2 + p − n = 0. Obtemos assim que t e n
devem satisfazer
t3 + pt− q = 0, com q = nt.
Note que par esta equação cúbica temos o mesmo D >
0. Do Teorema 2, só há uma raíz real dada por
t = 2α0 =
3
√
q
2
+
√
p3
27
+
q2
4
+
3
√
q
2
−
√
p3
27
+
q2
4
.
Lembre que α0 é a parte real de y0. Tomemos β, α1, α2 ∈
R t is que y0 = α0 + βi+ α1 j+ 2k e vamos agora deter-
minar β. Temos q = nt = 2(α0)(α20 + β
2 + α21 + α
2
2)
⇒ β = ±
√
q
2α0
− (α20 + α21 + α22).
Substituindo α0 = − 12y1, obtemos o coeficiente de i para
a raiz. Juntand todas as informações, obtem s a ex-
pressão para y como enunciada no teorema. Como o
coeficiente de i tem que ser real, devemos ter − qy1 −
1
4y
2
1 − (α21 + α22) ≥ 0, ou s ja, α21 + α22 ≤
−4q−y31
4y1
. Para a
última afirmação da pri eira parte do teorema, assu-
mindo α1 = α2 = 0 na fórmula para a raiz y, obtemos
p = −3 3
√
Q2 − R2
⇒ −6 3
√
(Q− R)(Q+ R) = 6 3
√
Q+ R 3
√
Q− R+ 4p
⇒ 3
4
(
3
√
Q+ R− 3
√
Q− R
)2
=
1
4
(3y21 + 4p).
Note que o lado direito da última expressão é o qua-
drad do coeficiente de i em na fórmula do item (1)
do teorema tomand -se α1 = α2 = 0 (o número β na
demonstração do Teorema 8). Já o lado esquerdo é o
quadrado da parte imaginária das raízes descritas em 12
e 13. Diretamente verifica-se que a partes reais também
coincidem, o que conclui a demonstração. 
Como exemplo, consideremos a equação
x3 + 3x2 − 6x+ 20 = 0. (16)
Utilizando a substituição x = y− 1, obtemos a equação
y3 − 9y+ 28 = 0. (17)
Aqui, p = −9 e q = 28. Portanto D = 169 > 0 Pelo
Teorema 3, existem soluções quatérnias não reais. Pela
Fórmula de Cardano, temos
y1 =
3
√
−14+
√
169+
3
√
−14−
√
169 = −4,
qu é uma raiz real d Equação 17. C m isso, o coe-
ficiente de i na fórmula da parte (1) do Teorema 3 é
±
√
3− α21 − α22, com α1, α2 ∈ R, tais que α21 + α22 ≤ 3.
Logo, as raízes da Equação 17 são todos quatérnios
y = 2± i
√
3− α21 − α22 + α1 j+ α2k,
para os quais α21 + α
2
2 ≤ 3. Assim, as raízes da Equação
16 são
x = 1± i
√
3− α21 − α22 + α1 j+ α2k,
com a mesma condição sobr α1 e α2. Entre raízes
estão os números 1+ i+ j+ k e 1+
√
3j e as duas raízes
complexas 1±√3i, que correspondem a α1 = α2 = 0.
Podemos t mbém aplicar o Teo ema 3 para obter as
íze cúbicas da nidade nos quatérnios, isto , encon-
trar as raízes da equação x3 − 1 = 0. A raiz r al é y1 = 1
e D = 1 > 0. Pela fórmula do Teorema 3, obtemos
y =
1
2
± i
√
3
4
− (α21 + α22) + α1 j+ α2k,
com α21 + α
2
2 ≤ 34 . Em particul r, as raízes cúbicas primi-
tivas da unidade (ω e ω, após a Equação 11) são obtidas
com α1 = α2 = 0.
Ciência e Natura 6
Demonstr ção: Seja y0 ∈ H uma raíz de y3+ py+ q = 0
e seja n e t a norma e o traço de y0, respetivamente.
Po emos assumir y0 = 0. Caso co trári , a equação
reduz-se à equação uadrática. Temos assim n > 0.
Dividindo y3 + py+ q por y2 − ty+ n, temos
y3+ py+ q = (y+ t)(y2− ty+n)+ y(t2+ p−n)+ q−nt.
(14)
Substituindo-se y = y0, temos que
y0(t2 + p− n) = nt− q. (15)
Afirmação: Se nt = q, ent D > 0.
Demonstração da Afirmação: Primeiramente, note que
D > 0⇔ 4p3 + 27q2 > 0.
Ainda, nt = q implica p = n − t2. Substituindo na
última expressão, temos
4p3 + 27q2 = 4(n− t2)3 + 27(nt)2.
= 4n3 + 15n2t2 + 12nt4 − 4t6.
Seja α0 a parte real de y0. Lembre que 0 < n = α20 +
(soma de três quadrados) e t = α0. Segue que 12nt4
4t6 é um termo positivo s mado com 12(α0)2(2α0)4 −
4(2α0)6 = 16α60 ≥ 0. Logo 4p3 + 27q2 > 0, concluindo a
demonstração da afirmação.
Segue da Afirm ção que s D ≤ 0, então nt = . Assim,
da Equação 15, temos qu y0 ∈ R, já que p e q também
são número reais. Portanto temo que a Equação 7
somente admite raizes re is, já descrit s no Te rema
2. Agora ssu iremos D > 0. P deria aind ocorrer
nt = q, caso m que a Equação 15 pro uz uma raiz real
para a Equação 7, o que está em acordo co o T orema
2. Podemos então fi almente assumir D > 0 e nt = q.
Segue que t2 + p − n = 0. Obtemos assim que t e n
devem satisfazer
t3 + pt− q = 0, com q = nt.
Note qu para esta equação cúbica temos o mesmo D >
0. Do Teorema 2, só há uma raíz real dada por
t = 2α0 =
3
√
q
2
+
√
p3
27
+
q2
4
+
3
√
q
2
−
√
p3
27
+
q2
4
.
Lembre que α0 é a parte real de y0. Tomemos β, α1, α2 ∈
R tais que y0 = α0 + βi+ α1 j+ α2k e vamos agora deter-
minar β. Temos q = nt = 2(α0)(α20 + β
2 + α21 + α
2
2)
⇒ β = ±
√
q
2α0
− (α20 + α21 + α22).
Sub tituindo α0 = − 12y1, obtemos o co ficien de i para
a aiz. Junt ndo todas as informações, obtemos a ex-
pressão para y como enunciada no teorema. Como o
coeficiente de i tem que ser real, devemos ter − qy1 −
1
4y
2
1 − ( 21 + 2) ≥ 0, ou seja, α21 + α22 ≤
−4q−y31
4y1
. Para a
última afirmação da primeira parte do teorema, assu-
mindo α1 = α2 = 0 na fórmula para a raiz y, obtemos
p = −3 3
√
Q2 − R2
⇒ −6 3
√
(Q− R)(Q+ R) = 6 3
√
Q+ R 3
√
Q− R+ 4p
⇒ 3
4
(
3
√
Q+ R− 3
√
Q− R
)2
=
1
4
(3y21 + 4p).
No que o lado dir ito da última expressão é o qu -
rado do coeficie te d i em na fórmula do item (1)
o te rema t mando-s α1 = α2 = 0 (o número β na
demonstr ção do Teorema 8). Já o lado querdo o
quadrado da parte imaginária das raízes descr tas em 12
e 13. Diretament verifica-se que as partes reais também
coincidem, o que conclui a demonstração. 
Como exemplo, consideremos a equação
x3 + 3x2 − 6x+ 20 = 0. (16)
Utilizando a substituição x = y− 1, obtemos a equação
y3 − 9y+ 28 = 0. (17)
Aqui, p = −9 e q = 28. Portanto D = 169 > 0. Pelo
Teorema 3, existem soluçõe quatérnias não reais. Pela
Fórmula de Cardano, temos
y1 =
3
√
−14+
√
169+
3
√
−14−
√
169 = −4,
que é uma raiz real da Equação 17. Com isso, o coe-
ficiente de i na fórmula da parte (1) do Teorema 3 é
±
√
3− α21 − α22, com α1, α2 ∈ R, tais que α21 + α22 ≤ 3.
Logo, as raízes da Equação 17 são todos quatérnios
y = 2± i
√
3− α21 − α22 + α1 j+ α2k,
para s quais α21 + α
2
2 ≤ 3. Assim, as raízes da Equação
16 são
x = 1± i
√
3− α21 − α22 + α1 j+ α2k,
a mes a condição sobre α1 e α2. Entre as raízes
estão os números 1+ i+ j+ k e 1+
√
3j e as duas raízes
complexas 1±√3i, que correspondem a α1 = α2 = 0.
Podemos também plicar o Teorem 3 para obter as
raízes cúbicas da unidade n s quatérnios, is o é, encon-
trar as raízes da equação x3 − 1 = 0. A raiz real é y1 = 1
e D = 1 > 0. Pela fórmula do Teorema 3, obtemos
y =
1
2
± i
√
3
4
− (α21 + α22) + α1 j+ α2k,
2
1 +
2
2 ≤ 34 Em particular, as r ízes cúbicas pr mi-
tivas da unidade (ω e ω, após a Equação 11) são obtidas
com α1 = α2 = 0.
Ciência e Natura 6
Demonstração: Seja y0 ∈ H uma raíz de y3+ py+ q = 0
e seja n e t a norma e o traço de y0, respetivamente.
Podemos assumir y0 = 0. Caso contrário, a equação
reduz-se à equação quadrática. Temos assim n > 0.
Dividindo y3 + py+ q por 2 − ty+ n, temos
y3+ py+ q = (y+ t)( 2− ty+n)+ y(t2+ p−n)+ q−nt.
( 4)
Substituindo-se = y0, temos que
y0(t2 + p− n) = nt− q. (15)
Afirmação: Se nt = q, então D > 0.
Demonstração da Afirmação: Primeiramente, note que
D > 0⇔ 4p3 + 27q2 > 0.
Ainda, nt = q implica p = n − t2. Substituindo na
última expressão, temos
4p3 + 27q2 4(n− t2)3 + 27(nt)2.
= 4n3 + 15n2t2 + 12nt4 − 4t6.
Seja α0 a parte real de y0. Lembre que 0 < n = α20 +
(soma de três quadrad s) e t = 2α0. Segue que 12 t4
4t6 é um termo positivo somado com 12(α0)2(2α0)4 −
4(2α0)6 = 16α60 ≥ 0. Logo 4p3 + 27q2 > 0, concluindo a
demonstração da afirmação.
Segue da Afirmação que se D ≤ 0, então nt = q. Assi ,
da Equação 15, temos que y0 ∈ R, já que p e q também
são números reais. Portanto, tem s que a Equação 7
somente admite raizes re is, já descritas no eore a
2. Agora assumiremos D > 0. Poderia ainda ocorrer
nt = q, cas em que a Equação 15 produz uma raiz real
para a Equação 7, o que está em acordo com o Teorema
2. Podemos então finalmente assumir D > 0 e nt = q.
Segue que t2 + p − n = 0. Obtemos assim que t e n
devem satisfazer
t3 + pt− q = 0, com q = nt.
Note que para esta equação cúbica temos o mesmo D >
0. Do Teorema 2, só há uma raíz real dada por
t = 2α0 =
3
√
q
2
+
√
p3
27
+
q2
4
+
3
√
q
2
−
√
p3
27
+
q2
4
.
Lembre que α0 é a parte real de y0. Tomemos β, 1, α2 ∈
R tais que y0 = α0 + βi+ α1 j+ α2k e vamos agora deter-
minar β. Temos q = nt = 2(α0)(α20 + β
2 + α21 + α
2
2)
⇒ β = ±
√
q
2α0
− (α20 + α21 + α22).
Substituindo α0 = − 12y1, obtemos o coeficiente de i para
a raiz. Juntando todas as informações, obtemos a ex-
pressão para y como enunciada no teorema. Como o
coeficiente de i tem que ser real, devemos ter − qy1 −
1
4y
2
1 − (α21 + α22) ≥ 0, ou seja, α21 + α22 ≤
−4q−y31
4 1
. Para a
última afir ação da primeira arte do teorema, assu-
mindo α1 = α2 = 0 na fórmula para a raiz y, obtemos
p = −3 3
√
Q2 − R2
⇒ −6 3
√
(Q− R)(Q+ R) = 6 3
√
Q+ R 3
√
Q− R+ 4p
⇒ 3
4
(
3
√
Q+ R− 3
√
Q− R
)2
=
1
4
(3y21 + 4p).
N te que o la o direito da última expressão é qua-
ra o coeficient d i em na fórmula do ite (1)
o teorema tomando-se α1 = α2 = 0 (o número β na
demonstração do T orema 8). Já o l do esquerdo é o
quadrado da parte imaginária das raízes descritas em 12
e 13. Diretamente verifica-se que as partes reais também
coincidem, o que conclui a demonstração. 
Como exemplo, consideremos a equação
x3 + 3x2 − 6x+ 20 = 0. (16)
Utilizando a substituição x = y− 1, obtemos a equação
y3 − 9y+ 28 = 0. (17)
Aqui, p = −9 e q = 28. Portanto D = 169 > 0. elo
Teorema 3, existem soluções quatérnias não reais. Pela
Fórmula de Cardano, temos
y1 =
3
√
−14+
√
169+
3
√
−14−
√
169 = −4,
que é uma raiz real da Equação 17. Com isso, o coe-
ficiente de i na fórmula da parte (1) do Teorema 3 é
±
√
3− α21 − α2, com α1, α2 ∈ R, tais que α21 + α22 ≤ 3.
Logo, as raízes da Equação 17 são todos quatérnios
y = 2± i
√
3− α21 − α22 + α1 j+ α2k,
para os quais α21 + α
2
2 ≤ 3. Assim, as raízes da Equação
16 são
x = 1± i
√
3− α21 − α22 α1 j+ α2k,
c a mes a condição s bre α1 e α2. Entre as raízes
estão os números 1+ i+ j+ k e 1+
√
3j e as duas raízes
complexas 1±√3i, que correspondem a α1 = α2 = 0.
Podemos t mbém aplicar o Teorema 3 para obter as
raízes cúbicas da unidade nos quatérnios, isto é, encon-
trar as raízes da equação x3 − 1 = 0. A raiz real é y1 = 1
e D = 1 > 0. Pela fórmula do Teorema 3, obtemos
y =
1
2
± i
√
3
4
− (α21 + α22) + α1 j+ α2k,
co α21 + α
2
2 ≤ 34 . Em particular, as raízes cúbicas primi-
tivas da unidade (ω e ω, após a Equação 11) são obtidas
com α1 = α2 = 0.
Ciência e Nat ra 6
Demonstração: Seja y0 ∈ H um raíz de y3+ py+ q =
e sejam n e t a norma e o traço de y0 r spetivamente.
Podemos assumir y0 = 0. Caso contrário, a equação
reduz-se à equação quadrática. Temos assim n > 0.
Dividindo y3 + py+ q por y2 − ty+ n, temos
y3+ py+ q = (y+ t)(y2− ty+n)+ y(t2+ p−n)+ q−nt.
(14)
Substituindo-se y = y0, temos que
y0(t2 + p− n) = nt− q. (15)
Afirmação: Se nt = q, então D > 0.
Demonstração da Afirmação: Primeiramente, note que
D > 0⇔ 4p3 + 27q2 > 0.
Ainda, nt = q implica p = n − t2. Substituindo na
última expressão, temos
4p3 + 27q2 = 4(n− t2)3 + 27(nt)2.
= 4n3 + 15n2t2 + 12nt4 − 4t6.
Seja α0 a parte real de y0. Lembre que 0 < n = α20 +
(so a de três quadrados) e t = 2α0. Segue que 12nt4 −
4t6 é u termo positivo somado com 12(α0)2(2α0)4 −
4(2α0)6 = 16α60 ≥ 0. Logo 4p3 + 27q2 > 0, concluindo a
e onstração da afirmação.
Segue da Afir ação que s D ≤ 0, então nt = q. Assi ,
d Equação 15, temos que y0 ∈ R, já que p e q também
são númer s reais. Portanto, temos q e a Equ ção 7
soment admite raizes reais, já descrita no T ore
. Agor a sumiremos D > 0. Pode i ainda ocorrer
nt = q, caso em que a Equação 15 pr duz u a raiz r al
para a Equação 7, o que está em acordo com o Teorema
2. Podemos então finalmente assumir D > 0 e nt = q.
Segue que t2 + p − n = 0. Obtemos assim que t e n
devem satisfazer
t3 + pt− q = 0, com q = nt.
Note que para esta equação cúbica temos o mesmo D >
0. Do Teorema 2, só há uma raíz real dada por
t = 2α0 =
3
√
q
2
√
p3
27
+
q2
4
+
3
√
q
2
−
√
p3
27
+
q2
4
.
Lembre que α0 é a parte real de y0. Tomemos β, α1, α2 ∈
R tais que y0 = α0 + βi+ α1 j+ α2k e vamos agora deter-
minar β. Temos q = nt = 2(α0)(α20 + β
2 + α21 + α
2
2)
⇒ β ±
√
q
2α0
− (α20 + α21 + α22).
Substituindo α0 = − 12y1, obtemos o coeficiente de i para
a raiz. Juntando todas as informações, obtemos a ex-
pressão para y como enunciada no teorema. Como o
coeficiente de i tem que ser real, devemos ter − qy1 −
1
4y
2
1 − ( 21 + α22) ≥ 0, ou seja, α21 + α22 ≤
−4q−y31
4y1
. Para a
última afirmação da primeira parte do teorema, assu-
mindo α1 = α2 = 0 na fórmula para a raiz y, obtemos
p = −3 3
√
Q2 − R2
⇒ −6 3
√
(Q− R)(Q+ R) = 6 3
√
Q+ R 3
√
Q− R+ 4p
⇒ 3
4
(
3
√
Q+ R− 3
√
Q− R
)2
=
1
4
(3y21 + 4p).
Note qu o lado direito d última expressão é o qua-
drado c efici nt de i m na fórmula do ite ( )
d teore tomando-se α1 = α2 = 0 (o número β na
demonstração do Teorem 8). Já o l do esquerdo é o
quadrado da parte imaginária das raízes descritas em 12
e 13. Diretamente verifica-se que as partes reais também
coincidem, o que conclui a demonstração. 
Como exemplo, consideremos a equação
x3 + 3x2 − 6x+ 20 = 0. ( 6)
Utilizando a substituição x = y− 1, obtemos a equaçã
y3 − 9y+ 28 = 0. (17)
Aqui, p = −9 e q = 28. Portanto D = 169 > 0. Pelo
Teorema 3, existem soluções quatérnias não reais. Pela
Fórmula de Cardano, temos
y1 =
3
√
−14+
√
169+
3
√
−14−
√
169 = −4,
que é uma raiz real da Equação 17. Com isso, o coe-
ficiente de i na fórmula da parte (1) do Teorema 3 é
±
√
3− α21 − α22, com α1, α2 ∈ R, tais que α21 + α22 ≤ 3.
Logo, as raízes da Equação 17 são todos quatérnios
y = 2± i
√
3− α21 − α2 + α1 j+ α2k,
para os quais α21 + α
2
2 ≤ 3. Assim, as raízes da Equação
16 são
x = 1± i
√
3− α21 − α22 + α1 j+ α2k,
co a mesma condição sobre α1 e α2. Entre as raízes
estão os números 1+ i+ j+ k e 1+
√
3j e as duas raízes
complexas 1±√3i, que correspondem a α1 = α2 = 0.
Podemos também aplicar o Teorema 3 para obter as
raízes cúbicas da unidade nos quatérnios, isto é, encon-
trar as raízes da equação x3 − 1 = 0. A raiz real é y1 = 1
e D = 1 > 0. Pela fórmul do Teorema 3, obtem s
y =
1
2
± i
√
3
4
− (α21 + α22) + α1 j+ α2k,
co α21 + α
2
2 ≤ 34 . Em particular, as raízes cúbicas primi-
tivas da unidade (ω e ω, após a Equação 11) são obtidas
com α1 = α2 = 0.
Ciência e Natura 6
Demonstração: Seja y0 ∈ H uma raíz de y3+ py q = 0
e sejam n e t a norma e o traço de y0, res etivamente.
Podemos assumir y0 = 0. Caso contrário, a equação
reduz-se à equação quadrática. Temos assim n > 0.
Dividindo y3 + py+ q por y2 − ty+ n, temos
y3+ py+ q = (y+ t)(y2− ty+n)+ y(t2+ p−n)+ q−nt.
4
Substituindo-se y = y0, temos que
y0(t2 + p− n) = nt− q. (15)
fir ção: Se nt = q, então D > 0.
Demonstração da Afir ação: Primeiramente, note que
D > 0⇔ p3 + 27q2 > 0.
Ainda, nt = q implica p = n − t2. Substituindo na
última expressão, temos
4p3 + 27q2 = 4(n− t2)3 + 27(nt)2.
= 4n3 + 15n2t2 + 12nt4 − 4t6.
Seja α0 a parte real de y0. Lembre que 0 < n = α20 +
(so a de três quadrados) e t = 2α0. Segue que 12nt4 −
4t6 é um termo positivo somado com 12(α0)2(2α0)4 −
4(2α0)6 = 16α60 ≥ 0. Logo 4p3 + 27q2 > 0, concluindo a
demonstração da afirmação.
Segue da Afirmação que se D ≤ 0, então nt = q. Assim,
da Equação 15, temos que y0 ∈ R, já que p e q também
são números reais. Portanto, temos que a Equação 7
somente admite raizes reais, já descritas no Teore a
2. Agora assumiremos D > 0. Poderia ainda ocorrer
nt = q, caso em que a Equação 15 produz u a raiz real
para a Equação 7, o que está em acordo com o Teorema
2. Podemos então finalmente assumir D > 0 e nt = q.
Segue que t2 + p − n = 0. O temos ssim que t e n
dev m satisfaz r
t3 + pt− q = 0, com q = nt.
Note que para esta equação cúbica temos o mesmo D >
0. Do Teorema 2, só há uma raíz real dada por
t = 2α0 =
3
√
2
+
√
p3
27
+
q2
4
+
3
√
q −
√
p3
27
+
q2
4
.
Lembre que α0 é a parte real de y0. Tomemos β, α1, α2 ∈
R tais que y0 = α0 + βi+ α1 j+ α2k e vamos agora deter-
minar β. Temos q = nt = 2(α0)(α20 + β
2 + α21 + α
2
2)
⇒ β = ±
√
q
2α0
− (α20 + α21 + α22).
Substituindo α0 = − 12y1, obtemos o coeficiente de i para
a raiz. Juntando todas as informações, obtemos a ex-
pressão para y como enunciada no teorema. Como o
coeficiente de i tem que ser real, devemos ter − qy1 −
1
4y
2
1 − (α21 + α22) ≥ 0, ou seja, α21 + α22 ≤
−4q−y31
4y1
. Para a
última afirmação da primeira parte do teorema, assu-
mindo α1 = α2 = 0 na fórmula para a raiz y, obtemos
p = −3 3
√
Q2 − R2
⇒ −6 3
√
(Q− R)(Q+ R) = 6 3
√
Q+ R 3
√
Q− R+ 4p
⇒ 3
4
(
3
√
Q+ R− 3
√
Q− R
)2 1
4
(3y21 + 4p).
Note que o lado direito da última expressão é o qua-
drado do coeficiente de i em na fórmula do item (1)
do teorema to ando-se α1 = α2 = 0 (o número β na
demonstração do Teorema 8). Já o lado esquerdo é o
quadrado da parte imaginária das raízes descritas em 12
e 13. Diretamente verifica-se que as part s reais também
coincidem, o q e conclui a demonstração. 
Como exemplo, consideremos a equação
x3 + 3x2 − 6x+ 20 = 0. (16)
Utilizando a substituição x = y− 1, obtemos a equação
y3 − y+ 28 = 0. (17)
Aqui, p = −9 e q = 28. Portanto D = 169 > 0. Pelo
Teorema 3, existem soluções quatérnias não reais. Pela
Fórmula de Cardano, temos
y1 =
3
√
−14+
√
169+
3
√
−14−
√
169 = −4,
que é uma raiz real da Equação 17. Com isso, o coe-
ficiente de i na fórmula da parte (1) do Teorema 3 é
±
√
3− α21 − α22, com α1, α2 ∈ R, tais que α21 + α22 ≤ 3.
Logo, as raízes da Equação 17 são todos quatérnios
y 2 i 3 α21 α
2
2 α1 j α2k,
para os quais α21 + α
2
2 ≤ 3. Assim, as raízes da Equação
16 são
x = 1± i
√
3− α21 − α22 α1 j+ 2k,
com a mesma condi sob e α1 e α2. Entre as raíze
stão os números 1+ i+ j+ k e 1+
√
3j e as duas raízes
complexas 1±√3i, que corresponde α1 = α2 = 0.
Podemos também aplicar o Teorema 3 para obter as
raízes cúbicas da unidade nos quatérnios, isto é, encon-
trar as raízes da equação x3 − 1 = 0. A raiz real é y1 = 1
e D = 1 > 0. Pela fórmula do Teorema 3, obtemos
y =
1
2
± i
√
3
4
− (α21 + α22) + α1 j+ α2k,
com α21 + α
2
2 ≤ 34 . Em particular, as raízes cúbicas primi-
tivas da unidade (ω e ω, após a Equação 11) são obtidas
com α1 = α2 = 0.
Ciência e Natura 6
Demonstração: Seja y0 ∈ H uma raíz de y3+ py+ q = 0
e seja n e t a no ma e o traço de 0, es etivamente.
Po emos assumir y0 = 0. Caso contrário, a equação
reduz-se à equação quad ática. Temos assim n > 0.
Dividindo y3 + py+ q por y2 − ty+ n, temos
y3+ py+ q = (y+ t)(y2− ty+n)+ y(t2+ p−n)+ q−nt.
(14)
Substituindo-se y = y0, temos que
y0(t2 + p− n) = nt− q. (15)
Afir ação: Se nt = q, ent D > 0.
Demonstração da Afirmação: Primeiramente, note que
D > 0⇔ p3 + 27q2 > 0.
Ainda, nt = q implica p = n − t2. Substituindo na
última expressão, temos
4p3 + 27q2 4(n− t2)3 + 27(nt)2.
= 4n3 + 15n2t2 + 12 t4 − 4t6.
Seja α0 a parte re l de y0. Lembre que 0 < n = α20 +
(soma de três quadrados) e t = 2α0. Segue que 1 nt4 −
4t6 é um termo positivo somado com 12(α0)2(2α0)4 −
4(2α0)6 = 16α60 ≥ 0. Logo 4p3 + 27q2 > 0, concluindo a
demonstração da afirmação.
Segue d Afirmação que se D ≤ 0, então nt = . Assim,
da Equação 15, temos que y0 ∈ R, já que p e q também
sã números reais. Portanto, temo que a Equação 7
somente admite raizes reais, já descrit s no Te rema
2. Agora assu iremos D > 0. Poderia aind ocor r
nt = q, caso em que a Equação 15 pro uz u a raiz real
para a Equação 7, que está em acordo com o Teorema
2. Podemos então finalmente assu ir D > 0 e nt = q.
Segue que t2 + p − n = 0. O temos assim que t e n
devem satisfazer
t3 + pt− q = 0, com q = nt.
Note qu para esta equação cúbica temos o mesmo D >
0. Do Teorema 2, só há uma raíz real dada por
t = 2α0 =
3
√
q
2
+
p3
27
+
q2
4
+
3
√
q
2
−
√
p3
27
+
q2
4
.
Lembre que α0 é a parte real de y0. Tomemos β, α1, α2 ∈
R t i q e y0 = α0 + βi+ α1 j+ α2k e vamos agora det r-
min r β. Temos q = nt = 2(α0)(α20 + β
2 + α21 + α
2
2)
⇒ β = ±
√
q
2α0
− (α20 + α21 + α22).
Substituindo α0 = − 12y1, obtem s o coeficient de i para
a aiz. Juntando todas as informações, obtemos a ex-
pressão para y como enunciada no teorema. Como o
coeficiente de i tem q e ser real, devemos ter − qy1 −
1
4y
2
1 − (α21 + α22) ≥ 0, ou seja, α1 + α22 ≤
−4q−y31
4y1
. Para a
últ ma afirmação da primeira parte do teorema, assu-
mindo α1 = α2 = 0 na fórmula para a raiz y, obtemos
p = −3 3
√
Q2 − R2
⇒ −6 3
√
(Q− R)(Q+ R) = 6 3
√
Q+ R 3
√
Q− R+ 4p
⇒ 3
4
(
3
√
Q+ R− 3
√
Q− R
)2
=
1
4
(3y21 + 4p).
Note que o lado dir ito da última expressão é o qua-
drado do coeficie te de i em na fórm la do ite (1)
do te re tomando-se α1 = α2 = 0 (o número β na
demonstração do Teorema 8). Já o lado esquerdo é o
quadr do da par maginária das raízes descritas e 12
e 13. Diretamente verifica-se que as partes reais também
coincide , o q e c n lui a demon tração. 
Como exemplo, consideremos a equação
x3 + 3x2 − 6x+ 20 = 0. (16)
Utilizando a substituição x = y− 1, obtemos a equação
y3 − 9y 28 = 0. (17)
Aqui, p = −9 e q = 28. Portanto D = 169 > 0. Pelo
Teo ema 3, xistem soluções quatérnias não reais. Pela
Fórmula e Cardano, temos
y1 =
3
√
−14+ 169+ 3
√
−14−
√
169 = −4,
que é uma raiz real da Equação 17. Com isso, o coe-
ficiente de i na fórmula da parte (1) do Teorema 3 é
±
√
3− α21 − α22, com α1, α2 ∈ R, tais que α21 + α22 ≤ 3.
Logo, as raízes da Equação 17 são todos quatérnios
y = 2± i
√
3− α21 − α22 + α1 j+ α2k,
para os quais α21 + α
2
2 ≤ 3. Assim, as raízes da Equação
16 são
x = 1± i
√
3− α21 − α22 + α1 j+ α2k,
com mesma condição sobre α1 e α2. Entre s raízes
estão os números 1+ i+ j+ k e 1+
√
3j e as duas raízes
complexas 1±√3 , que correspond α1 = α2 = 0.
Podemos também aplicar o Teorema 3 para obter as
raízes cúbicas da unidade nos quatérnios, isto é, encon-
trar as raízes da equação x3 − 1 = 0. A raiz real é y1 = 1
e D = 1 > 0. Pela fórmula do Teorema 3, obtemos
y =
1
2
± i
√
3
4
− (α21 + α22) + α1 j+ α2k,
com α21 + α
2
2 ≤ 34 . Em particular, as raízes cúbicas primi-
tivas da unidade (ω e ω, após a Equação 11) são obtidas
com α1 = α2 = 0.
Ciência e Natura 6
Demonstração: Seja y0 ∈ H uma raíz de y3+ py+ q = 0
e sejam n e t a norm e o traço de y0, respet vamente.
Podemos a u ir y0 = 0. Caso contrário, a equação
reduz-se à equação quadrática. Temos assim n > 0.
Dividindo y3 py+ q por y2 − ty+ n, temos
y3+ py+ q = (y+ t)(y2− ty+n)+ y(t2+ p−n)+ q−nt.
(14)
Substituindo-se y = y0, temos que
y0(t2 + p− n) = nt− q. (15)
Afirmação: Se nt = q, então D > 0.
Demonstração da Afirmação: Primeiram nte, note que
D > 0⇔ 4p3 + 27q2 > 0.
Ainda, nt = q implica p = n − t2. Substituindo na
última expressão, temos
4p3 + 27q2 = 4(n− t2)3 + 27(nt)2.
4n3 + 15n2t2 + 12nt4 − 4t6.
Seja α0 a parte real de y . Lembre que 0 < n = α20 +
(soma de três quadrados) e t = 2α0. Segue que 12nt4 −
4t6 é um termo positiv somado com 12(α0)2(2α0)4 −
4(2α0)6 = 16α60 ≥ 0. Log 4p3 + 27q2 > 0, concluindo a
demonstr ção da afirmação.
Segue da Afirmação que se D ≤ 0, então nt = q. Assim,
da Equação 15, temos que y0 ∈ R, já que e q também
são números reais. Portanto, temos que a Equação 7
somente admite raizes reais, já descritas no Teorema
2. Agora assumiremos D > 0. Poderia ainda ocorrer
nt = q, caso em que a Equação 15 produz uma raiz real
para a Equação 7, o que está em acordo com o Teorema
2. Podemos então finalmente assumir D > 0 e nt = q.
Segue que t2 + p − n = 0. Obtemos assim que t e n
devem satisfazer
t3 + pt− q = 0, com q = nt.
Note que para esta equação cúbica temos o esmo D >
0. Do Teorema 2, só há uma raíz real dada por
t = 2α0 =
3
√
q
2
+
√
p3
27
+
q2
4
+
3
√
q
2
−
√
p3
27
+
q2
4
.
Lembre que α0 é a parte real de y0. Tomemos β, α1, α2 ∈
R tais que y0 = α0 + βi+ α1 j+ α2k e vamos agora deter-
minar β. Temos q = nt = 2(α0)(α20 + β
2 + α21 + α
2
2)
⇒ β = ±
√
q
2α0
− (α20 + α21 + α22).
Substituindo α0 = − 12y1, obtemos o coeficiente de i para
a raiz. Juntando todas as informações, obtemos a ex-
pressão para y como enunciada no teore a. Como o
coefici nte de i te que ser real, devemo ter − qy1 −
1
4y
2
1 − (α21 + α22) ≥ 0, ou seja, α21 + α22 ≤
−4q−y31
4y1
. Para a
última afirmação da primeira parte do teorema, assu-
mindo α1 = α2 = 0 na fórmula para a r iz y, obtemos
p = −3 3
√
Q2 − R2
⇒ −6 3
√
(Q− R)(Q+ R) = 6 3
√
Q+ R 3
√
Q− R+ 4p
⇒ 3
4
(
3
√
Q+ R− 3
√
Q− R
)2
=
1
4
(3y21 + 4p).
Note qu o lado dir it da última expressão é o qua-
drado do coeficiente de i em na fórmula do item (1)
do teorema tomando-se α1 = α2 = 0 (o número β na
demonstração do Teorema 8). Já o lado esquerdo é o
quadrado da parte imaginária das raízes descritas em 12
e 13. Diretamente verifica-se que as partes reais também
coincidem, o que conclui a demonstração. 
Como exemplo, consideremos a equação
x3 + 3x2 − 6x+ 20 = 0. (16)
Utilizando a substituição x = y− 1, obtemos a equação
y3 − 9y+ 28 = 0. (17)
Aqui, p = −9 e q = 28. Portanto D = 169 > 0. Pelo
Teore a 3, existem s luções quatérnias não reais. Pela
Fórmula d Cardano, temos
y1 =
3
√
−14+
√
169+
3
√
−14−
√
169 = −4,
que é u a raiz real da Equação 17. Com isso, o coe-
ficiente de i na fórmula da parte (1) do Teorema 3 é
±
√
3− α21 − α22, co α1, α2 ∈ R, tais que α21 + α22 ≤ 3.
Logo, as raízes da Equação 7 são todos qu térnios
y = 2± i
√
3− α21 − α22
para os quais α21 + α
2
2 ≤ 3. Assim, as raízes da Equação
16 são
x = 1± i
√
3− α21 − α22 + α1 j+ α2k,
com a mesma condição sobre α1 e α2. Entre as raízes
estão os números 1+ i+ j+ k e 1+
√
3j e as duas raízes
complexas 1±√3i, que correspondem a α1 = α2 = 0.
Podemos também aplicar o Teorema 3 para obter as
raízes cúbicas da unidade nos quatérnios, isto é, encon-
trar as raízes da equação x3 − 1 = 0. A raiz real é y1 = 1
e D = 1 > 0. Pela fórmula do Teorema 3, obtemos
y =
1
2
± i
√
3
4
− (α21 + α22) + α1 j+ α2k,
com α21 + α
2
2 ≤ 34 . Em particular, as raízes cúbicas primi-
tivas da unidade (ω e ω, após a Equação 11) são obtidas
com α1 = α2 = 0.
Ciência e Natura 6
De onstração: Seja y0 ∈ H uma raíz de y3+ py+ q = 0
e sejam n e t a norma e o traço de y0, respetivamente.
Podemos as umir y0 = 0. Caso contrário, a equação
reduz-se à equação quadrática. Temos assim n > 0.
Dividindo y3 + py+ q por 2 − ty+ n, temos
y3+ py+ q = (y+ t)(y2− ty+n)+ y(t2+ p−n)+ q−nt.
(14)
Substituindo-se y = y0, temos que
y0(t2 + p− n) = nt− q. (15)
Afirmação: Se nt = q, então D > 0.
Demonstração da Afirmação: Primeiramente, note que
D > 0⇔ 4p3 + 27q2 > 0.
Ainda, nt = q implica p = n − t2. Substituindo na
última expressão, temos
4p3 + 27q2 (n− t2)3 + 27(nt)2.
= 4n3 + 15n2t2 + 12nt4 − 4t6.
Seja α0 a parte real de y0. Lembre que 0 < n = α20 +
(soma de três quadrados) e t = 2α0. Segue que 12nt4 −
4t6 é um termo positivo somado com 12(α0)2(2α0)4 −
4(2α0)6 = 16α60 ≥ 0. Logo 4p3 + 27q2 > 0, concluindo a
demonstr ção da afirmação.
Segue da Afirmação que se D ≤ 0, então nt = q. Assim,
da Equação 15, temos que y0 ∈ R, já que p e q também
são números reais. Portanto, temos que a Equação 7
somente admite raizes reais, já descritas no Teorema
2. Agora assu iremos D > 0. Poderia ainda ocorrer
nt = q, caso em que a E uação 15 produz uma raiz real
para a Equação 7, o que está em acordo com o Teorema
2. Podemos então finalmente assu ir D > 0 e nt = q.
Segue que t2 + p n = 0. Obtem s assim que t e n
devem satisfazer
t3 + pt− q = 0, com q = nt.
Note que para esta equação cúbica temos o mesmo D >
0. Do Teorema 2, só há uma raíz real dada por
t = 2α0 =
3
√
q
2
+
√
p3
27
+
q2
4
+
3
√
q
2
−
√
p3
27
+
q2
4
.
Lembre que α0 é a parte real d y0. Tomemos β, α1, α2 ∈
R tais que y0 = α0 + βi+ α1 j+ α2k e vamos agora deter-
minar β. Temos q = nt = 2(α0)(α20 β
2 + α21 + α
2
2)
⇒ β = ±
√
q
2α0
(α20 + α
2
1 + α
2
2).
Substituind α0 = − 12y1, obtemos o coeficiente de i par
a iz. Juntan todas as infor ções, obtemos a ex
p essão para y como enunciada no teorema. C o
coeficiente de i tem que ser real, devemos ter − qy1 −
1
4y
2
1 − (α21 + α22) ≥ 0, ou seja, α21 + α22 ≤
−4q−y31
4y1
. Para a
última afirmação da primeira parte do teorema, assu-
mindo α1 = α2 = 0 na fórmula para a raiz y, obtemos
p = −3 3
√
Q2 R2
⇒ −6 3
√
(Q− R)(Q+ R) = 6 3
√
Q+ R 3
√
Q− R+ 4p
⇒ 3
4
(
3
√
Q+ R− 3
√
Q− R
)2
=
1
4
(3y21 + 4p).
N t que o lado direito da última expressão é o qu -
drado do coeficie te de i em na fórmula do item (1)
do teorema tomando-se α1 = α2 = 0 (o número β na
demonstração do Teorema 8). Já o lado esquerdo é o
quadrado da parte imaginária das raízes descritas em 12
e 13. Diretamente verifica-se que as partes reais também
coincidem, o que c nclui a de onstração. 
Como exemplo, consideremos a equação
x3 + 3x2 − 6x+ 20 = 0. (16)
Utilizando a substituição x = y− 1, obtemos a equação
y3 − 9y+ 28 = 0. (17)
Aqui, p = −9 e q = 28. Portanto D = 169 > 0. P lo
Teore a 3, existem soluções quatérnias não reais. P la
Fórmula de Cardano, tem s
y1 =
3
√
−14+
√
169+
3
√
−14−
√
169 −4,
que é uma raiz real Equação 17. Com isso o e
ficiente de i n fórmula da parte (1) do Te rema 3 é
±
√
3− α21 − α22, com α1, α2 ∈ R, tais que α21 + α22 ≤ 3.
Logo, as raízes da Equação 17 são todos quatérnios
y = 2± i
√
3− α21 − α22 + α1 j+ α2k,
para os quais α21 + α
2
2 ≤ 3. A sim, as raízes da Equação
16 são
x = 1± i
√
3− α21 − α22 + α1 j+ α2k,
com a mesma condição sobre α1 e α2. Entre as raízes
estão os números 1+ i+ j+ k e 1+
√
3j e as duas raízes
complexas 1±√3i, que corresponde a α1 = α2 = 0.
Podemos também aplicar o Teorema 3 para obter as
raízes cúbicas da unidade nos quatérnios, isto é, encon-
trar as raízes da equação x3 − 1 = 0. A raiz real é y1 = 1
e D = 1 > 0. Pela fórmula do Teorema 3, obtemos
y =
1
2
± i
√
3
4
− (α21 + α22) + α1 j+ α2k,
com α21 + α
2
2 ≤ 34 . Em particular, as raízes cúbicas primi-
tivas da unidade (ω e ω, após a Equação 11) são obtidas
com α1 = α2 = 0.
Ciência e Natura 6
Demonstração: Seja y0 ∈ H uma raíz de y3+ py+ q = 0
e seja n e t a nor a e o traço de y0, respetivamente.
Podemos assumir y0 = 0. Caso contrário, a equação
reduz-se à equação uadrática. Temos as im n > 0.
Dividindo y3 + py+ q por y2 − ty+ n, temos
y3+ py+ q = (y+ t)(y2− ty+n)+ y(t2+ p−n)+ q−nt.
( 4)
Substituindo-se y = y0, temos que
y0(t2 + p− n) = nt− q. (15)
Afirmação: Se nt = q, então > 0.
Demonstração da Afirmação: Primeiramente, note que
D > 0⇔ 4p3 + 27q2 > 0.
Aind , nt = q implica p = n − t2. Substituindo na
última expressão, temos
4p3 + 27q2 = 4(n− t2)3 + 27(nt)2.
= 4n3 + 15n2t2 + 12nt4 − 4t6.
Seja α0 a parte real de y0. Lembre que 0 < n = α20 +
(soma de rês quadrados) e t = 2α0. Segue que 12nt
t6 é um termo positivo somado co 12(α0)2(2α0)4 −
4(2α0)6 = 16α60 ≥ 0. Logo 4p3 + 27q2 > 0, concluindo a
demonstração da afirmação.
Segue da Afirmação que s D ≤ 0, então nt = q. Assi ,
da Equação 15, temos que y0 ∈ R, já que p e q també
ão números reais. Portanto, temos que a Equação 7
somente admite aize reais, já descritas o Teorema
2. Agora assumiremos D > 0. Poderia ainda oco rer
nt = q, caso em que a Equação 15 produz uma raiz real
para a Equação 7, o que está m acordo com o Teorema
2. Podemos então fi almente a sumir D > 0 e nt = q.
gue q e t2 + p n = 0. Obtemos assim qu t n
d vem satisf zer
t3 + pt− q = 0, com q = nt.
Note que para esta equação cúbica temos o mesmo D >
0. Do Teorema 2, só há uma raíz real dada por
t = 2α0 =
3
√
q
2
+
√
p3
27
+
q2
4
+
3
√
q
2
−
√
p3
27
+
q2
4
.
Lembre que α0 é a parte real de y0. Tomemos β, α1, α2 ∈
R tais que y0 = α0 + βi+ α1 j+ α2k e vamos agora deter-
minar β. Te os q nt = 2(α0) 20 β
2 2
1 + α
2
2)
⇒ β = ±
√
q
2α0
− (α20 + α21 + α22).
Substit indo α0 = − 12y1, obte os o co ficiente de i par
a raiz. Junt n to as as infor çõ s, obte os a ex-
pr ssão p ra y c m enuncia a n t orema. C o o
coeficiente de i tem que se real, devemos ter − qy1 −
1
4y
2
1 − (α21 + α22) ≥ 0, ou seja, α21 + α22 ≤
−4q−y31
4y1
. Para a
última afirmação da primeira te do teorema, as u-
mindo α1 = α2 = 0 na fórmula para a raiz y, obtemos
p = −3 3
√
Q2 R2
⇒ −6 3
√
(Q− R)(Q+ R) = 6 3
√
Q+ R 3
√
Q− R+ 4p
⇒ 3
4
(
3
√
Q+ R− 3
√
Q− R
)2
=
1
4
(3y21 + 4p).
Note que o lado direito da última expressã é o qua-
rado do coeficie te d i em na fórmula do item (1)
o teorema t mando-s α1 = α2 = 0 ( núm o β na
demonstração do Teorema 8). Já o lado querdo é o
quadrado da parte imaginária das raízes descritas em 12
e 13. Diretam nt verifica-se que a p rtes reais também
coincidem, o que conclui a demonstração. 
Como exemplo, consideremos a equação
x3 + 3x2 − 6x+ 20 = 0. (16)
Utilizando a substituição x = y− 1, obtemos a eq ação
y3 − 9y+ 28 = 0. (17)
Aqui, p = −9 e q = 28. Po tanto D = 169 > 0. e o
Teorem 3, existem soluções quatérnias não re is. Pela
Fórmula de Cardano, t m s
y1 =
3
√
−14+
√
169+
3
√
−14−
√
169 = −4,
que é uma raiz real a Equaçã 17. Com isso, o e-
ficiente de i n fórmula da parte (1) do T orema 3 é
±
√
3− α21 − α22, com α1, α2 ∈ R, tais que α21 + α22 ≤ 3.
Logo, as raízes da Equação 7 são todos quatérnios
y = 2± i
√
3− α21 − α22 + α1 j+ α2k,
para s quais α21 + α
2
2 ≤ 3. A sim, as raízes da Equação
16 são
x = 1± i
√
3− α21 − α22 α1 j+ α2k,
com a mes a condição sobre α1 e α2. Entre as
estão s números 1+ i+ j+ k e 1+
√
3j e as duas raíze
complexas 1±√3i, que correspondem a α1 = α2 = 0.
Podemos também aplicar o Teorema 3 para obter as
raízes cúbicas da unidade nos quatérnios, isto é, encon-
trar as raízes da equação x3 − 1 = 0. A raiz real é y1 = 1
e D = 1 > 0. Pela fórmula do Teorema 3, obtemos
y =
1
2
± i
√
3
4
− (α21 + α22) + α1 j+ α2k,
com α21 + α
2
2 ≤ 34 . Em particular, as r ízes cúbicas primi-
tivas da unidade (ω e ω, após a Equação 11) são obtidas
com α1 = α2 = 0.
Ciência e Natura 6
Demonstração: Seja y0 ∈ H um raíz de y3+ py+ q =
e sejam n e t a norma e o traço de y0, r spetivamente.
Podemos assumir y0 = 0. Caso contrário, a equação
reduz-se à equação quadrática. Temos assim n > 0.
Dividindo y3 + py+ q por y2 − ty+ n, temos
y3+ py+ q = (y+ t)(y2− ty+n)+ y(t2+ p−n)+ q−nt.
(14)
Substituindo-se y = y0, temos que
y0(t2 + p− n) = nt− q. (15)
Afirmação: Se nt = q, então D > 0.
Demonstração da Afirmação: Primeiramente, note que
D > 0⇔ 4p3 + 27q2 > 0.
Ainda, nt = q implica p = n − t2. Substituindo n
últim expressão, temos
4p3 27q2 = 4(n− t2)3 + 27(nt)2.
= 4n3 + 15n2t2 + 12nt4 − 4t6.
Seja α0 a parte real de y0. Lembre que 0 < n = α20 +
(so a de três quadrados) e t = 2α0. Segue que 12nt4 −
4t6 é um termo positivo somado com 12(α0)2(2α0)4 −
4(2α0)6 = 16α60 ≥ 0. Logo 4p3 + 27q2 > 0, concluindo a
demonstração da afirmação.
S gue da Afirmação qu s D ≤ 0, então nt = q. Assi ,
da Equação 15, temos que y0 ∈ R, já que p e q t mbém
são númer s reais. Portanto, temos q e a Equ ção 7
somente ad ite raizes reais, já descritas no Teore a
. Agora a sumiremos D > 0. Pode ia ainda ocorrer
nt = q, caso em que a Equação 15 pr duz u a raiz r al
para a Equação 7, o que está em acordo com o Teorema
2. Podemos então finalmente assumir D > 0 e nt = q.
Segue que t2 + p − n = 0. Obte os assim que t e n
devem satisfazer
t3 + pt− q = 0, com q = nt.
Note que para esta equação cúbica temos o mesmo D >
0. Do Teorema 2, só há uma raíz real dada por
t = 2α0 =
3
√
q
2
√
p3
27
+
q2
4
+
3
√
q
2
−
√
p3
27
+
q2
4
.
Lembre que 0 é a parte real de y0. Tomemos β, α1, α2 ∈
R tais que y0 = α0 + βi+ α1 j+ α2k e vamos agora deter-
inar β. Te os q = nt = 2(α0)(α20 + β
2 + α21 + α
2
2)
⇒ β = ±
√
q
2α0
− (α20 + α21 + α22).
Substituindo α0 = − 12y1, obtemos o coeficiente de i para
a raiz. Juntando todas as informações, obtemos a ex-
pressão para y como enunciada no teorema. Como o
coeficiente de i tem q e ser real, devemos ter − qy1 −
1
4y
2
1 − (α21 + α22) ≥ 0, ou seja, α21 + α22 ≤
−4q−y31
4y1
. Para a
última afirmação da primeira parte do teorema, assu-
mindo α1 = α2 = 0 na fórmula para a raiz y, obtemos
p = −3 3
√
Q2 − R2
⇒ −6 3
√
(Q− R)(Q+ R) = 6 3
√
Q+ R 3
√
Q− R+ 4p
⇒ 3
4
(
3
√
Q+ R− 3
√
Q− R
)2
=
1
4
(3y21 + 4p).
Note que o lado direito d última expressão é o qua-
drado coeficiente de i em na fórmula do item ( )
do teore tomando-se α1 = α2 = 0 (o núm ro β na
demonstração do Teorem 8). Já o l do esquerd é o
quadrado da p rte i aginária das raízes descritas em 12
e 13. Diretam nte verifi a-se que as part s reais também
coincide , o que conclui a demonstração. 
Como exemplo, consideremos a equação
x3 + 3x2 − 6x+ 20 = 0. ( 6)
Utilizando a substituição x = y− 1, obtemos a equaçã
y3 − 9y+ 28 = 0. (17)
Aqui, p = −9 e q = 28. Portanto D = 169 > 0. Pelo
Teorema 3, existem soluções quatérnias não reais. Pela
Fórmula de Cardano, temos
y1 =
3
√
−14+
√
169+
3
√
−14−
√
169 = −4,
que é uma raiz real da Equação 17. Com isso, o coe-
ficiente de i na fór ula da parte (1) do Teorema 3 é
±
√
3− α21 − α22, com α1, α2 ∈ R, tais que α21 + α22 ≤ 3.
Logo, as raízes da Equação 17 são todos quatérnios
y = 2± i
√
3− α21 − α22 + α1 j+ α2k,
para os quais α21 + α
2
2 ≤ 3. Assim, as raízes da Equação
16 são
x = 1± i
√
3− α21 − α22 + α1 j+ α2k,
com a mesma condição sobre α1 e α2. Entre as raízes
estão os nú eros 1+ i+ j+ k e 1+
√
3j e s duas raízes
compl xas 1±√3i, que correspondem a α1 = α2 = 0.
Podemos também aplicar o Teorema 3 para obter as
raízes cúbicas da unidade nos quatérnios, isto é, encon-
trar as raízes da equação x3 − 1 = 0. A raiz real é y1 = 1
e D = 1 > 0. Pela fórmula do Teorema 3, obtemos
y =
1
2
± i
√
3
4
− (α21 + α22) + α1 j+ α2k,
com α21 + α
2
2 ≤ 34 . Em particular, as raízes cúbicas primi-
tivas da unidade (ω e ω, após a Equação 11) são obtidas
com α1 = α2 = 0.
Ciência e Natura 6
emonstração: Seja y0 ∈ H uma raíz de y3+ py+ q = 0
e sejam n e t a norma e o traço de y0, respetivamente.
Podemos assumir y0  0. Caso contrário, a equação
reduz-se à equação uadrática. Temos assim n > 0.
Dividindo y3 + py+ q por y2 − ty+ n, temos
y3+ py+ q = (y+ t)(y2− ty+n)+ y(t2+ p−n)+ q−nt.
(14)
Substituindo-se y = y0, temos que
y0(t2 + p− n) = nt− . (15)
Afirmação: Se nt = q, então D > 0.
Demonstração da Afirmação: Primeiramente, note que
D > 0⇔ 4p3 + 7q2 > 0.
Ainda, nt = q implica p = n − t2. Substituindo na
última expressão, temos
4p3 + 27q2 4(n− t2)3 + 27(nt)2.
= 4n3 + 15n2t2 + 12nt4 − 4t6.
Seja α0 a parte real e y0. Lembre que 0 < n = α20 +
(soma e três quadrados) e t = 2α0. Segue que 12nt4
t6 é m termo positivo somado com 12(α0)2(2α0)4 −
4(2α0)6 = 16α60 ≥ 0. L go 4p3 + 27q2 > 0, concl ind a
de o str ção da afirmação.
Segue da Afirmação que s D ≤ 0, então nt = q. Assi ,
da Equação 15, temos qu y0 ∈ R, já qu p e q também
são núm ros reais. Portanto, temos que a Equação 7
somente ad ite raizes reais, já descritas o Teorema
2. Agor assumiremos D > 0. Poderia ainda ocorrer
nt = q, caso em que a Equação 15 produz uma raiz real
para a Equação 7, o que está em acordo com o Teorema
2. Podemos en ão fi almente assumir D > 0 e nt = q.
Segue que t2 + p − n = 0. Obtemos assim que t e n
devem satisfazer
t3 + pt− q = 0, com q = nt.
Note que para esta equação cúbica temos o mesmo D >
0. Do Teo ema 2, só há u a r íz real ada por
t = 2α0 =
3
√
q
2
+
√
p3
27
+
q2
4
+
3
√
q −
√
p3
27
+
q2
4
.
Lembre que α0 é a parte real de y0. Tomem s β, α1, α2 ∈
R tais que y0 = α0 + βi+ α1 j+ α2k e vamos agora deter-
minar β. Temos q = nt = 2(α0)(α20 + β
2 + α21 + α
2
2)
⇒ β ±
√
q
2α0
− (α20 + α21 + α22).
Substituindo α0 = − 12y1, obtemos o coeficiente de i para
a raiz. Junt ndo todas as informações, obtemos a ex-
pressão para y como enunciada no teo ma. Como o
coeficiente de i tem q e s r re l, devemos ter − qy1 −
1
4y
2
1 − (α21 + α22) ≥ 0, ou seja, α21 + α22 ≤
−4q−y31
4y1
. P ra a
última afirmação da primeir rte do teorema, assu-
mindo α1 = α2 = 0 na fórmula para a raiz y, obtemos
p = 3 3
√
Q2 − R2
⇒ −6 3
√
(Q− R)(Q+ R) = 6 3
√
Q+ R 3
√
Q− R+ 4p
⇒ 3
4
(
3
√
Q+ R− 3
√
Q− R
)2
=
1
4
(3y21 + 4p).
Note que o lado direito da última expressã é o qua-
rad do coeficiente de i em na fórmula do ite (1)
o teore a tomand -se α1 = α2 = 0 ( número β na
demonstração do Teorema 8). Já o lado esquerdo é o
quadrado da parte i aginária das raízes descritas em 12
e 13. Diretam nte verifica-se que a partes reais também
coincidem, o que c n lui a demonstração. 
Como exemplo, consideremos a equação
x3 + 3x2 − 6x+ 20 = 0. (16)
Utilizando a substituição x = y− 1, obtemos a equação
y3 − 9y+ 28 = 0. (17)
Aqui, p = −9 e q = 28. Portanto D = 169 > 0. elo
Teorem 3, existem soluções quaté nias não eais. Pela
Fórmula de Carda o, temos
y1 =
3
√
−14+
√
169+
3
√
−14−
√
169 = −4,
que é uma raiz real da Equação 17. C m isso, o coe-
ficiente de i na fórm la da parte (1) do Teorema 3 é
±
√
3− α21 − α22, co α1, α2 ∈ R, tais que α21 + α22 ≤ 3.
L go, s raízes da quação 17 ão todos quatérnios
y = 2± i 3− α21 − α22 + α1 j+ α2k,
para os quais α2 + α22 ≤ 3. Assim, as raízes da Equação
16 são
x = 1± i
√
3− α21 − α22 α1 j+ α2k,
com a mes a condição sobre α1 e α2. Entre s r í es
estão s números 1+ i+ j+ k e 1+
√
3j e as duas raíze
complexas 1±√3i, que corre ponde α1 = α2 = 0.
Podemos também aplicar o Teorema 3 para obter as
raízes cúbicas da unidade nos quatérnios, isto é, encon-
trar as raízes da equação x3 − 1 = 0. A raiz real é y1 = 1
e D = 1 > 0. Pela fórmula do Teorema 3, obtemos
y =
1
2
± i
√
3
4
− (α21 + α22) + α1 j+ α2k,
com α21 + α
2
2 ≤ 34 . Em particular, as raízes cúbicas primi-
tivas da unidade (ω e ω, após a Equação 11) são obtidas
com α1 = α2 = 0.
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emo stração: Seja y0 ∈ H uma raíz de y3+ py = 0
e sejam n e t a norma e o traço de y0, respetivamente.
Podemos assumir y0 = 0. Caso contrário, a equação
reduz-se à equação quadrática. Temos assim n > 0.
Dividindo y3 + py+ q por y2 − ty+ n, temos
y3+ py+ q = (y+ t)(y2− ty+n)+ y(t2+ p−n)+ q−nt.
( 4)
Substituindo-s y = y0, em s que
y0(t2 + p− n) = nt− q. (15)
Afirmação: Se nt = q, então D > 0.
Demonstração da Afirmação: Primeiramente, note que
D > 0⇔ 4p3 + 7q2 > 0.
Ainda, nt = q implica p = n − t2. Substituindo na
últi a expressão, temos
4p3 + 27q2 4(n− t2)3 + 27(nt)2.
= 4n3 + 15n2t2 + 12nt4 − 4t6.
Seja α0 a parte real de y0. Lembre que 0 < n = α20 +
(so a e três quadrados) e t = 2α0. Seg e que 12nt4 −
4t6 é um termo positivo somado com 12(α0)2(2α0)4 −
4(2α0)6 = 16α60 ≥ 0. Logo 4p3 + 27q2 > 0, concl ind a
de o str ção d afir ação.
Segue da Afirmação q e se D ≤ 0, então nt = q. Assim,
da Equação 15, temos que y0 ∈ R, já que p e q também
são números reais. Portanto, temos que a Eq ação 7
somente admite raizes reais, já descritas no Teore a
2. Agora assumiremos D > 0. Poderia ainda ocorrer
nt = q, caso em que a Equaçã 15 produz u a raiz real
ar a Equação 7, o que está em ac rd o o T orem
2. Podemos entã finalme te assumir D > 0 e nt = q.
Segue que t2 + p − n = 0. Obtemos assi que t e n
devem satisfazer
t3 + pt− q = 0 com q = nt.
Note que para esta equação cúbica temos o mesmo D >
0. Do Teorema 2, só há uma raíz real dada por
t = 2α0 =
3
√
q
2
√
p3
27
+
q2
4
+
3
√
q
2
−
√
p3
7
+
q2
4
.
Le bre que 0 é a parte real de y0. Tomemos β, α1, α2 ∈
R tais que y0 = α + βi+ α1 j+ α2k e vamos agora deter-
minar β. Temos q = nt = 2(α0)(α20 + β
2 + α21 + α
2
2)
⇒ β = ±
√
q
2α0
− (α20 + α21 + α22).
Substit indo α0 = − 12y1, obtemos o coeficiente de i para
a raiz. Juntando todas as informações, obtemos a ex-
pressão para y com enunciada no teorema. C o o
coeficiente de i tem q e ser real, deve s ter − qy1 −
1
4y
2
1 − (α21 + α22) ≥ 0, ou seja, α21 + α22 ≤
−4q−y31
4y1
. Para a
última afirmação da primeira parte do teorema, assu-
mindo α1 = α2 = 0 na fórmula para a raiz y, obtemos
p = −3 3
√
Q2 − R2
⇒ −6 3
√
(Q− R)(Q+ R) = 6 3
√
Q+ R 3
√
Q− R+ 4p
⇒ 3
4
(
3 Q+ R− 3
√
Q− R 2 = 1
4
(3y21 + 4p).
Note que o lado direito da última expressão é o qua-
drado do coeficiente de i em na fórmula do ite (1)
do teore a tomando-se α1 = α2 = 0 (o número β na
demonstração do Teorema 8). Já o lado esquerdo é o
quadrado da parte imaginária das raízes descritas em 12
e 13. Diretamente verifica-se que as partes reais também
coincidem, o que c nclui a de onstração. 
Com exemplo, consideremos a equação
x3 + 3x2 − 6x+ 0 = 0. 6
Utiliz ndo a substituiçã x = y− 1, obtemos a equ çã
y3 − 9y+ 28 = 0. (17)
A i, p −9 e q = 28. Portanto D = 169 > 0. Pel
Teorema 3, existem soluções quatérnias não reais. Pela
Fórmula de Cardano, temos
y1 =
3
√
−14+
√
169+
3
√
−14−
√
169 = −4,
que é uma raiz real da Equação 17. Com isso, o coe-
ficiente de i na fór ula da parte (1) do Teorema 3 é
±
√
3− α21 − α2, com α1, α2 ∈ R, tais que α21 + α22 ≤ 3.
Logo, as raízes da Equação 17 são todos quatérnios
y = 2± i
√
3− α21 − α22 + α1 j+ α2k,
para os quais α21 + α
2
2 ≤ 3. Assim, as raízes da Equação
16 são
x = 1± i
√
3− α21 − α22 α1 j+ α2k,
com a mesma condição sobre α1 e α2. Entre as raízes
estão os números 1+ i+ j+ k e 1+
√
3j e as duas raízes
complexas 1±√3i, que corresponde α1 = α2 = 0.
Podemos também aplicar o Teorema 3 para obter as
raízes cúbicas da unidade nos quatérnios, isto é, encon-
trar as raízes da equação x3 − 1 = 0. A raiz real é y1 = 1
e D = 1 > 0. Pela fórmula do Teorema 3, obtemos
y =
1
2
± i
√
3
4
− (α21 + α22) + α1 j+ α2k,
com α21 + α
2
2 ≤ 34 . Em particular, as raízes cúbicas primi-
tivas da unidade (ω e ω, após a Equação 11) são obtidas
com α1 = α2 = 0.
7 Fórmulas resolutivas das equações quadrática e cúbica sobre os quatérnios de Hamilton
5 Resolvendo a equação cúbica ge-
ral
Os problemas que tratamos nas seções anteriores são
casos particulares do problema de determinar as raízes
quatérnias da equação algébrica
xm + am−1xm−1 + ...+ a0 = 0, a0, a1, ..., am−1 ∈ H. (18)
em termos de operações envolvendo seus coeficientes.
Em especial, estudamos os casos m = 2 e m = 3 com
ai ∈ R, para todo 1 ≤ i ≤ m. Como os coeficientes agora
podem ser quatérnios não reais e não há comutatividade
da multiplicação nos quatérnios, uma equação algébrica
poderia ter termos do tipo axbxcxd. Assim, a Equação 18
também é um caso particular (porém, o mais conhecido e
estudado) de equações sobre os quatérnios. Na equação
18 admite-se ax = xa, para todo a ∈ H.
No Teorema 1 de (NIVEN I.; EILENBERG, 1944) foi
demonstrado que a equação acima sempre admite raízes
nos quatérnios. Esse resultado pode ser visto como uma
versão do Teorema Fundamental da Álgebra para os
quatérnios.
Em (NIVEN, 1941), Niven desenvolveu um método
geral para resolver a Equação 18. Essencialmente o
método transfere o problema para resolver equações
cujos incógnitas são o traço e a norma das raízes. Tais
equações são obtidas pela divisão euclidiana do lado
esquerdo da Equação 18 pelo lado esquerdo da Equação
3.
Como já citamos, por esse método a equação qua-
drática com coeficientes quatérnios foi primeiro resol-
vida por Niven no mesmo trabalho e detalhada depois
em (HUANG, 2002). No trabalho (DARIO R.; FREITAS,
2013) há uma exposição completa da resolução da equa-
ção quadrática nos quatérnios, tanto com coeficientes
reais, quanto quatérnios em geral.
Nesta seção estudaremos o método de Niven e o
aplicaremos para o caso da equação cúbica com coefi-
cientes quatérnios. Cabe observar que a solução que
expomos no Teorema 3 serve apenas para coeficientes
reais. O resultado principal desta seção é o Teorema
5. Além do método de Niven, utilizamos um resultado
recentemente obtido em (CHAPMAN, 2014) para obter
uma solução parcial para o problema.
Para entendermos o método de Niven, iniciamos
fixando uma raiz x0 da Equação 18. Sejam tr(x0) = t e
n(x0) = n, traço e norma de x0, respectivamente. Pela
Equação 3, temos que x0 é uma raiz de
x2 − tx+ n = 0.
Vamos utilizar a divisão euclidiana para polinômios
com coeficientes quatérnios conforme definida em (ORE,
1933, p.483). Seja p(x) o polinômio do lado esquerdo da
Equação 18. Dividindo-o pelo lado esquerdo da última
equação,
p(x) = q(x)(x2 − tx+ n) + αx+ β, (19)
onde α e β são funções de t e n envolvendo os coeficien-
tes de p(x).
Teorema 4 (Método de Niven). Com a notação acima e
assumindo α = 0, as raízes da Equação 18 são da forma
x0 = − β
α
, (20)
onde β e α são funções de t e n, que por sua vez são determi-
nados através do sistema de equações{
nαα− ββ = 0,
tαα+ αβ+ βα = 0.
Demonstração: Seja x0 é raiz da Equação 18 e t = tr(x0)
e n = n(x0), traço e norma de x0, respectivamente.
Como x0 é também raiz do termo quadrático em 19,
temos que αx0 + β = 0. Como α é diferente de 0, obte-
mos x0 = − β
α
. Vejamos agora como chegar ao sistema.
Utilizando as propriedades da conjugação estudadas na
segunda seção, obtemos
x0 = −αβ
αα
= −αβ
αα
= − βα
αα
.
Utilizando a definição de norma e traço, temos:
n = x0x0 =
(
− βα
αα
)(
−αβ
αα
)
=
ββ
αα
,
t = x0 + x0 = −αβ
αα
+
(
− βα
αα
)
= −αβ+ βα
αα
,
e assim decorrem as equações do sistema enunciado.

Consideremos agora a equação cúbica
x3 + ax2 + bx+ c = 0, a, b, c ∈ H. (21)
Primeiramente, podemos considerar tr(a) = 0. Caso
contrário, fazemos a substituição x = y− 1
6
tr(a) e rees-
crevemos a equação de forma que o novo coeficiente do
termo quadrático tenha traço nulo. Vamos agora definir
tr(b) = B, tr(c) = C, n(a) = D, n(b) = E, n(c) = F,
ba+ ab = G, ca+ ac = H e bc+ cb = I. Cabe observar
que são todos números reais.
7 Fórmulas resolutivas das equações quadrática e cúbica sobre os quatérnios de Hamilton
5 Resolvendo a equação cúbica ge-
ral
Os problemas que tratamos nas seções anteriores são
casos particulares do problema de determinar as raízes
quatérnias da equação algébrica
xm + am−1xm−1 + ...+ a0 = 0, a0, a1, ..., am−1 ∈ H. (18)
em termos de operações envolvendo seus coeficientes.
Em especial, estudamos os casos m = 2 e m = 3 com
ai ∈ R, para todo 1 ≤ i ≤ m. Como os coeficientes agora
podem ser quatérnios não reais e não há comutatividade
da multiplicação nos quatérnios, uma equação algébrica
poderia ter termos do tipo axbxcxd. Assim, a Equação 18
também é um caso particular (porém, o mais conhecido e
estudado) de equações sobre os quatérnios. Na equação
18 admite-se ax = xa, para todo a ∈ H.
No Teorema 1 de (NIVEN I.; EILENBERG, 1944) foi
demonstrado que a equação acima sempre admite raízes
nos quatérnios. Esse resultado pode ser visto como uma
versão do Teorema Fundamental da Álgebra para os
quatérnios.
Em (NIVEN, 1941), Niven desenvolveu um método
geral para resolver a Equação 18. Essencialmente o
método transfere o problema para resolver equações
cujos incógnitas são o traço e a norma das raízes. Tais
equações são obtidas pela divisão euclidiana do lado
esquerdo da Equação 18 pelo lado esquerdo da Equação
3.
Como já citamos, por esse método a equação qua-
drática com coeficientes quatérnios foi primeiro resol-
vida por Niven no mesmo trabalho e detalhada depois
em (HUANG, 2002). No trabalho (DARIO R.; FREITAS,
2013) há uma exposição completa da resolução da equa-
ção quadrática nos quatérnios, tanto com coeficientes
reais, quanto quatérnios em geral.
Nesta seção estudaremos o método de Niven e o
aplicaremos para o caso da equação cúbica com coefi-
cientes quatérnios. Cabe observar que a solução que
expomos no Teorema 3 serve apenas para coeficientes
reais. O resultado principal desta seção é o Teorema
5. Além do método de Niven, utilizamos um resultado
recentemente obtido em (CHAPMAN, 2014) para obter
uma solução parcial para o problema.
Para entendermos o método de Niven, iniciamos
fixando uma raiz x0 da Equação 18. Sejam tr(x0) = t e
n(x0) = n, traço e norma de x0, respectivamente. Pela
Equação 3, temos que x0 é uma raiz de
x2 − tx+ n = 0.
Vamos utilizar a divisão euclidiana para polinômios
com coeficientes quatérnios conforme definida em (ORE,
1933, p.483). Seja p(x) o polinômio do lado esquerdo da
Equação 18. Dividindo-o pelo lado esquerdo da última
equação,
p(x) = q(x)(x2 − tx+ n) + αx+ β, (19)
onde α e β são funções de t e n envolvendo os coeficien-
tes de p(x).
Teorema 4 (Método de Niven). Com a notação acima e
assumindo α = 0, as raízes da Equação 18 são da forma
x0 = − β
α
, (20)
onde β e α são funções de t e n, que por sua vez são determi-
nados através do sistema de equações{
nαα− ββ = 0,
tαα+ αβ+ βα = 0.
Demonstração: Seja x0 é raiz da Equação 18 e t = tr(x0)
e n = n(x0), traço e norma de x0, respectivamente.
Como x0 é também raiz do termo quadrático em 19,
temos que αx0 + β = 0. C mo α é diferente de 0, obte-
mos x0 = − β
α
. Vejamos agor como chegar ao sistem .
Utilizando as propriedades da conjugação estudadas na
segunda seção, obtemos
x0 = −αβ
αα
= − β
αα
= − βα
αα
.
Utilizando a definição de norma e traço, temos:
n = x0x0 =
(
− βα
αα
)(
−αβ
α
)
=
ββ
αα
,
t = x0 + x0 = −αβ
αα
+
(
− βα
αα
)
= −αβ+ βα
αα
,
e assim decorrem as equações do sistema enunciado.

Consideremos agora a equação cúbica
x3 + ax2 + bx+ c = 0, a, b, c ∈ H. (21)
Primeiramente, podemos considerar tr(a) = 0. Caso
ontrário, fazemos a substituição x = y− 1
6
tr(a) e rees-
crevemos a equação de forma que o novo coeficiente do
termo quadrático tenha traço nulo. Vamos agora definir
tr(b) = B, tr(c) = C, n(a) = D, n(b) = E, n(c) = F,
ba+ ab = G, ca+ ac = H e bc+ cb = I. Cabe observar
que são todos números reais.
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5 Resolvendo a equação cúbica ge-
ral
Os problemas que tratamos nas seções anteriores são
casos particulares do problem de deter inar as raízes
quatérnias da equação algébrica
xm + am−1xm−1 + ...+ a0 = 0, a0, a1, ..., am−1 ∈ H. (18)
em termos de operações envolvendo seus coeficientes.
Em especial, estudamos os casos m = 2 e m = 3 com
ai ∈ R, para todo 1 ≤ i ≤ m. Como os coeficientes agora
pode ser quatérnios não reais e não há comutatividade
da multiplicação nos quatérnios, uma equação algébrica
poderia ter termos do tipo axbxcxd. Assim, a Equação 18
também é um caso particular (porém, o mais conhecido e
estudado) de equações sobre os quatérnios. Na equação
18 admit -s ax = xa, para todo a ∈ H.
No Teorema 1 de (NIVEN I.; EILENBERG, 1944) foi
demonstrado que a equação acima sempre admite raízes
nos quatérnios. Esse resultado pode ser visto como uma
versão do Teorema Fundamental da Álgebra para os
quatérnios.
Em (NIVEN, 1941), Niven desenvolveu um método
geral para resolver a Equação 18. Essencialmente o
método transfere o problema para resolver equações
cujos incógnitas são o traço e a norma das raízes. Tais
equações são obtidas pela divisão euclidiana do lado
esquerdo da Equação 18 pelo lado esquerdo da Equação
3.
Como já citamos, por esse método a equação qua-
drática com coeficientes quatérnios foi primeiro resol-
vida por Niven no mesmo trabalho e detalhada depois
em (HUANG, 2002). No trabalho (DARIO R.; FREITAS,
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expomos no Teorema 3 serve apenas para coeficientes
reais. O resultado principal desta seção é o Teorema
5. Além do método de Niven, utilizamos um resultado
recentemente obtido em (CHAPMAN, 2014) para obter
uma solução parcial para o problema.
Para entendermos o método de Niven, iniciamos
fixando uma raiz x0 da Equação 18. Sejam tr(x0) = t e
n(x0) = n, traço e norma de x0, respectivamente. Pela
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= 0, as raízes da Equação 18 são da forma
x0 = − β
α
, (20)
onde β e α são funções de t e n, que por sua vez são determi-
nados através do sis ema de equações{
nαα− ββ = 0,
tαα+ αβ+ βα = 0.
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Em especial, estudamos os casos m = 2 e m = 3 com
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podem ser quatérnios não reais e não há comutatividade
da multiplicação nos quatérnios, uma equação algébrica
poderia ter termos do tipo axbxcxd. Assim, a Equação 18
também é um caso particular (porém, o mais conhecido e
estudado) de equações sobre os quatérnios. Na equação
18 admite-se ax = xa, para todo a ∈ H.
No Teorema 1 de (NIVEN I.; EILENBERG, 1944) foi
demonstrado que a equação acima sempre admite raízes
nos quatérnios. Esse resultado pode ser visto como uma
versão do Teorema Fundamental da Álgebra para os
quatérnios.
Em (NIVEN, 1941), Niven desenvolveu um método
geral para resolver a Equação 18. Essencialmente o
método transfere o problema para resolver equações
cujos incógnitas são o traço e a norma das raízes. Tais
equações são obtidas pela divisão euclidiana do lado
esquerdo da Equação 18 pelo lado esquerdo da Equação
3.
Como já citamos, por esse método a equação qua-
drática com coeficientes quatérnios foi primeiro resol-
vida por Niven no mesmo trabalho e detalhada depois
em (HUANG, 2002). No trabalho (DARIO R.; FREITAS,
2013) há uma exposição completa da resolução da equa-
ção quadrática nos quatérnios, tanto com coeficientes
reais, quanto quatérnios em geral.
Nesta seção estudaremos o método de Niven e o
aplicaremos para o caso da equação cúbica com coefi-
cientes quatérnios. Cabe observar que a solução que
expomos no Teorema 3 serve apenas para coeficientes
reais. O resultado principal desta seção é o Teorema
5. Além do método de Niven, utilizamos um resultado
recentemente obtido em (CHAPMAN, 2014) para obter
uma solução parcial para o problema.
Para entendermos o método de Niven, iniciamos
fixando uma raiz x0 da Equação 18. Sejam tr(x0) = t e
n(x0) = n, traço e norma de x0, respectivamente. Pela
Equação 3, temos que x0 é uma raiz de
x2 − tx+ n = 0.
Vamos utilizar a divisão euclidiana para polinômios
com coeficientes quatérnios conforme definida em (ORE,
1933, p.483). Seja p(x) o polinômio do lado esquerdo da
Equação 18. Dividindo-o pelo lado esquerdo da última
equação,
p(x) = q(x)(x2 − tx+ n) + αx+ β, (19)
onde α e β são funções de t e n envolvendo os coeficien-
tes de p(x).
Teorema 4 (Método de Niven). Com a notação acima e
assumindo α = 0, as raízes da Equação 18 são da forma
x0 = − β
α
, (20)
onde β e α são funções de t e n, que por sua vez são determi-
nados através do sistema de equações{
nαα− ββ = 0,
tαα+ αβ+ βα = 0.
Demonstração: Seja x0 é raiz da Equação 18 e t = tr(x0)
e n = n(x0), traço e norma de x0, respectivamente.
Como x0 é também raiz do termo quadrático em 19,
temos que αx0 + β = 0. Como α é diferente de 0, obte-
mos x0 = − β
α
. Vejamos agora como chegar ao sistema.
Utilizando as propriedades da conjugação estudadas na
segunda seção, obtemos
x0 = −αβ
αα
= −αβ
αα
= − βα
αα
.
Utilizando a definição de norma e traço, temos:
n = x0x0 =
(
− βα
αα
)(
−αβ
αα
)
=
ββ
αα
,
t = x0 + x0 = −αβ
αα
+
(
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αα
)
= −αβ+ βα
αα
,
e assim decorrem as equações do sistema enunciado.
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crevemos a equação de forma que o novo coeficiente do
termo quadrático tenha traço nulo. Vamos agora definir
tr(b) = B, tr(c) = C, n(a) = D, n(b) = E, n(c) = F,
ba+ ab = G, ca+ ac = H e bc+ cb = I. Cabe observar
que são todos números reais.
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5 Resolvendo a equação cúbica ge-
ral
Os problemas que tratamos nas seções anteriores são
casos particulares do problema de determinar as raízes
quatérnias da equação algébrica
xm + am−1xm−1 + ...+ a0 = 0, a0, a1, ..., am−1 ∈ H. (18)
em termos de operações envolvendo seus coeficientes.
Em esp cial, estudamos os c sos m = 2 e m = 3 com
ai ∈ R, para todo 1 ≤ i ≤ m. Como os coeficientes agora
podem ser quatérnios não reais e não há comutatividade
da multiplicação nos quatérnios, uma equação algébrica
poderia ter termos do tipo axbxcxd. Assim, a Equação 18
também é um caso particular (porém, o mais conhecido e
estudado) de equações sobre os quatérnios. Na equação
18 admite-se ax = xa, para todo a ∈ H.
No Teorema 1 de (NIVEN I.; EILENBERG, 1944) foi
demonstrado que a equação acima sempre admite raízes
nos quatérnios. Esse resultado pode ser visto como uma
versão do Teorema Fundamental da Álgebra para os
quatérnios.
Em (NIVEN, 1941), Niven desenvolveu um método
geral para resolver a Equação 18. Essen ialmente o
método transfere o problema para resolver equações
cujos incógnitas são o traço e a norma das raízes. Tais
equações são obtidas pela divisão euclidiana do lado
esquerdo da Equação 18 pelo lado esquerdo da Equação
3.
Como já citamos, por esse método a equação qu -
drática com coeficientes quatérnios foi pri eiro resol-
vida por Niven no mesmo trabalho e detalhada depois
e (HUANG, 2002). No trabalho (DARIO R.; FREITAS,
2013) há uma exposição completa da resolução da equa-
ção quadrática nos quatérnios, tanto com coeficientes
reais, quanto quatérnios em geral.
Nesta seção estudaremos o método de Niven e o
aplicaremos para o caso da equação cúbica com coefi-
cientes quatérnios. Cabe observar que a solução que
expomos no Teorema 3 serve apenas para coeficientes
reais. O resultado principal desta seção é o Teorema
5. Além do método de Niven, utilizamos um resultado
recentemente obtido em (CHAPMAN, 2014) para obter
uma solução parcial para o problema.
Para entendermos o método de Niven, iniciamos
fixando uma raiz x0 da Equação 18. Sejam tr(x0) = t e
n(x0) = n, traço e norma de x0, respectivamente. Pela
Equação 3, temos que x0 é uma raiz de
x2 − tx+ n = 0.
Vamos utilizar a divisão euclidiana para polinômios
com coeficientes quatérnios conforme definida em (ORE,
1933, p.483). Seja p(x) o polinômio do lado esquerdo da
Equação 18. Dividindo-o pelo lado esquerdo da última
equação,
p(x) = q(x)(x2 − tx+ n) + αx+ β, (19)
onde α e β são funções de t e n envolvendo os coeficien-
tes de p(x).
Teorema 4 (Método de Niven). Com a notação acima e
assumindo α = 0, as raízes da Equação 18 são da forma
x0 = − β
α
, (20)
onde β e α são funções de t e n, que por sua vez são determi-
nados através do sistema de equações{
nαα− ββ = 0,
tαα+ αβ+ βα = 0.
Demonstração: Seja x0 é raiz da Equação 18 e t = tr(x0)
e n = n(x0), traço e norma de x0, respectivamente.
Como x0 é também raiz do termo quadrático em 19,
temos que αx0 + β = 0. Como α é diferente de 0, obte-
mos x0 = − β
α
. Vejamos agora como chegar ao sistema.
Utilizando as propriedades da conjugação estudadas na
segunda seção, obtemos
x0 = −αβ
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αα
= − βα
αα
.
Utilizando a definição de norma e traço, temos:
n = x0x0 =
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+
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=
αβ+ βα
αα
,
e assim decorrem as equações do sistema enunciado.
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contrário, fazemos a substituição x = y− 1
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crevemos a equação de forma que o novo coeficiente do
termo quadrático tenha traço nulo. Vamos agora definir
tr(b) = B, tr(c) = C, n(a) = D, n(b) = E, n(c) = F,
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ral
Os problemas que tratamos nas seções anteriores são
casos particulares do problema de determinar as raízes
quatérnias da equação algébrica
xm + am−1xm−1 + ...+ a0 = 0, a0, a1, ..., am−1 ∈ H. (18)
em termos de operações envolvendo seus coeficientes.
Em esp cial, estudamos os asos m = 2 e m = 3 com
ai ∈ R, para todo 1 ≤ i ≤ m. C mo os coeficientes ag ra
podem ser quatérnios nã reais e não há comutatividade
da multiplicação nos qu térnios, uma equação algébrica
poderia ter ter os do tipo axbxcxd. Assim, a Equação 18
também é um caso particular (porém, o mais conhecido e
estudado) de equações sobre s quatérnios. Na equação
18 admite-se ax = xa, para todo a ∈ H.
No Teorema 1 de (NIVEN I.; EILENBERG, 1944) foi
demonstrado que a equação cima sempre admite raízes
nos q atérnios. Esse resultado pode ser visto como uma
versão do T orema Fundamental da Álgebra para os
quatérnios.
Em (NIVEN, 1941), Niven desenvolveu um méto
geral para resolver a Equação 18. Essenci lmente
métod transfere o problema para resolver equações
cujos incógnitas são o traç e a norma das raízes. Tais
equações são obtidas pe a ivisão euclidiana do lado
esquerdo da Equação 18 pelo lado esquerdo da Equação
3.
Como já citamos, por ess métod a eq ação
drática com oeficientes quatérnios foi primeiro resol-
vida por Niven no mesmo trabalho e detalhada depois
em (HUANG, 2002). No trabalho (DARIO R.; FREITAS,
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Nesta eção estudaremo o método de Niven e o
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cientes qua ér ios. Cabe observar que a solução que
expomos n Teorema 3 serve ap nas para coeficientes
reais. O resultad principal desta seçã é o Teorem
5. Além o método de Niven, utilizamos um resultado
recenteme e obtido em (CHAPMAN, 2014) para obter
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Para entendermos método de Niven, iniciamos
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Equação 18. Dividindo-o pelo lado esquerdo da última
equação,
p(x) = q(x)(x2 − tx+ n) + αx+ β, (19)
onde α e β são funções de t e n envolvendo os coeficien-
tes de p(x).
Teorema 4 (Método de Niven). Com a notação acima e
assumindo α = 0, as raízes da Equação 18 são da forma
x0 = − β
α
, (20)
onde β e α são funções de t e n, que por sua vez são determi-
nados através do sistema de equações{
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tr(b) = B, tr(c) = C, n(a) = D, n(b) = E, n(c) = F,
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ral
Os problemas que tratamos nas seções anteriores são
casos particulares do problema de determinar as raízes
quatérnias da equação algébrica
xm + am−1xm−1 + ...+ a0 = 0, a0, a1, ..., am−1 ∈ H. (18)
em termos de operações envolvendo seus coeficientes.
Em especial, estud mos os casos m = 2 e m = 3 com
ai ∈ R, para todo 1 ≤ i ≤ m. Como os coeficientes agora
podem ser quatérnios não reais e não há comutatividade
da multiplicação nos quatérnios, uma equação algébrica
poderia ter termos do tipo axbxcxd. Assim, a Equação 18
também é um caso particular (porém, o mais conhecido e
estudado) de equações sobre os quatérnios. Na equação
18 admite-se ax = xa, para todo a ∈ H.
No Teorema 1 de (NIVEN I.; EILENBERG, 1944) foi
demonstrado que a equação acima sempre admite raízes
nos quatérnios. Esse resultado pode ser visto como uma
versão do Teorema Fundamental da Álgebra para os
quatérnios.
Em (NIVEN, 1941), Niven desenvolveu um método
geral para resolver a Equação 18. Essencialmente o
método transfere o problema para resolver equações
cujos incógnitas são o traço e a norma das raízes. Tais
equações são obtidas pela divisão euclidiana do lado
esquerdo da Equação 18 pelo lado esquerdo da Equação
3.
Como já citamos, por esse método a equação qua-
drática com coeficientes quatérnios foi primeiro resol-
vida por Niven no mesmo trabalho e detalhada depois
em (HUANG, 2002). No trabalho (DARIO R.; FREITAS,
2013) há uma exposição completa da resolução da equa-
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Nesta seção estudaremos o método de Niven e o
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cientes quatérnios. Cabe observar que a solução que
expomos no Teorema 3 serve apenas para coeficientes
reais. O resultado principal desta seção é o Teorema
5. Além do método de Niven, utilizamos um resultado
recentemente obtido em (CHAPMAN, 2014) para obter
uma solução parcial para o problema.
Para entendermos o método de Niven, iniciamos
fixando uma raiz x0 da Equação 18. Sejam tr(x0) = t e
n(x0) = n, traço e norma de x0, respectivamente. Pela
Equação 3, temos que x0 é uma raiz de
x2 − tx+ n = 0.
Vamos utilizar a divisão euclidiana para polinômios
com coeficientes quatérnios conforme definida em (ORE,
1933, p.483). Seja p(x) o polinômio do lado esquerdo da
Equação 18. Dividindo-o pelo lado esquerdo da última
equação,
p(x) = q(x)(x2 − tx+ n) + αx+ β, (19)
onde α e β são funções de t e n envolvendo os coeficien-
tes de p(x).
Teorema 4 (Método de Niven). Com a notação acima e
assumindo α = 0, as raízes da Equação 18 são da forma
x0 = − β
α
, (20)
onde β e α são funções de t e n, que por sua vez são determi-
nados através do sistema de equações{
nαα− ββ = 0,
tαα+ αβ+ βα = 0.
Demonstração: Seja x0 é raiz da Equação 18 e t = tr(x0)
e n = n(x0), traço e norma de x0, respectivamente.
Como x0 é também raiz do termo quadrático em 19,
temos que αx0 + β = 0. Como α é diferente de 0, obte-
mos x0 = − β
α
. Vejamos agora como chegar ao sistema.
Utilizando as propriedades da conjugação estudadas na
segunda seção, obtemos
x0 = −αβ
αα
= −αβ
αα
= − βα
αα
.
Utilizando a definição de norma e traço, temos:
n = x0x0 =
(
− βα
αα
)(
−αβ
αα
)
=
ββ
αα
,
t = x0 + x0 = −αβ
αα
+
(
− βα
αα
)
= −αβ+ βα
αα
,
e assim decorrem as equações do sistema enunciado.

Consideremos agora a equação cúbica
x3 + ax2 + bx+ c = 0, a, b, c ∈ H. (21)
Primeiramente, podemos considerar tr(a) = 0. Caso
contrário, fazemos a substituição x = y− 1
6
tr(a) e rees-
crevemos a equação de forma que o novo coeficiente do
termo quadrático tenha traço nulo. Va os agora definir
tr(b) = B, tr(c) = C, n(a) = D, n(b) = E, n(c) = F,
ba+ ab = G, ca+ ac = H e bc+ cb = I. Cabe observar
que são todos númer s reais.
7 Fórmulas resolutivas das equações quadrática e cúbica sobre os quatérnios de Hamilton
5 Resolvendo a equação cúbica ge-
ral
Os problemas que trata os nas seções anteriores são
c sos p rticulares d problem de determinar as raízes
quatérnias da equação algébrica
xm + am−1xm−1 + ...+ a0 = 0, a0, a1, ..., am−1 ∈ H. (18)
em termos de operações envolvendo seus coeficientes.
Em especial, estudamos os cas m = 2 m = 3 com
ai ∈ R, para todo 1 ≤ i ≤ m. Como os coeficientes agora
podem ser quatérnios não reai e não há comutatividade
da mul iplicação n s quatérnios, uma equ ção algébrica
poderia ter erm s do tipo axbxcxd. Assim, a Equaçã 18
também é um caso particular (porém, o mais conhecid e
estudado) de equações sobre s quatérnios. N equação
18 admite-se ax = xa, ara todo a ∈ H.
No Te rema 1 de (NIVEN I.; EILENBERG, 1944) foi
demonst ado que a equação acima sempre admite raízes
nos quatérni s. E se resultado pode ser visto como u a
versã d Teorema Fundamental da Álgebra p ra os
quatérnios.
Em (NIVEN, 1941), Niven desenvolveu u método
geral par resolver a Equação 18. Essencialment o
método transfere o p oblem para resolver equações
c jos incógnitas são o tr ço e a norma as raízes. Tais
ações são obtid s pel divisão euclidiana do lado
esquerdo da Equação 18 pelo lado esquerdo da Equação
3.
Como já citamos, por esse método a equação qua-
drática com coeficientes qu térnios foi primeiro resol-
vida por iven no mesmo trabalho e detalhada depois
em (HUANG, 2002). N trabalho (DARIO R.; FREITAS,
2013) há uma xposição comple da re olução da equa-
ção quadrática nos quatérnios, tanto c m coeficientes
reai , quanto quatérni s em geral.
Nesta seção estudaremos o método de Niven e o
aplicaremos para o c so da qu ção cúbica com coefi-
cientes quatérnios. Cabe observar que a solução que
xpomos no Teorema 3 serve apenas p ra coefici ntes
reais. O result do princip l desta seção é o Teor ma
5. Alé do méto de Niven, utilizamos um resultado
recentemente btido em (CHAPMAN, 2014) para obter
uma sol ção parcial para o roblema.
Para entendermos o método de Niven, iniciamos
fi ando um raiz x0 da Equação 18. Sejam tr(x0) = t e
n(x0) = n, traço e norma de x0, respectivament . Pela
Equ ção 3, t mos que x0 é uma raiz de
x2 − tx+ n = 0.
Vamos utilizar divi ão euclidia a para polinômios
com coeficientes quatérni s conf rme definida em (ORE,
1933, p.483). Seja p(x) o inômio do lado esquerdo da
Equação 18. Dividindo-o pelo a o esquerdo da últ ma
equação,
p(x) = q(x)(x2 − tx+ n) + αx+ β, (19)
on α e β são funções de t e n envolvendo os coeficien-
tes de p(x).
Teorema 4 (Método de Niven). Com a notação acima e
assumindo α = 0, as raízes da Equação 18 são da forma
x0 = − β
α
, (20)
onde β e α ão funções de t e n, que por sua vez são determi-
nados através do sistema de equações{
nαα− ββ = 0,
tαα+ αβ+ βα = 0.
Demo stração: Seja x0 é raiz da Equação 18 e t = tr(x0)
e n = n(x0), traço e norma de x0, respe tiva ente.
Como x0 é também raiz do termo quadrático em 19,
t s que αx0 + β = 0. Como α é diferent de 0, obte-
mos x0 = − β
α
. Vejamos agora como chegar ao sistema.
Utilizando as propriedades da conjugação estudadas na
segunda seção, obtemos
x0 = − β
αα
= −αβ
αα
− βα
αα
.
Utilizando a definição de norma e traço, temos:
n = x0x0 =
(
− βα
αα
)(
− β
αα
)
=
ββ
αα
,
t = x0 + x0 = − β
αα
+
(
− βα
αα
)
= −αβ+ βα
αα
,
e assim decorrem as equações do sistema enunciado.

Conside os agora a equação cúbica
x3 + ax2 + bx+ c = 0, a, b, c ∈ H. (21)
Primeiramente, podemos considerar tr(a) = 0. Caso
contrário, fazemos a substituição x = y− 1
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tr(a) e rees-
crevemos a equação de forma que o novo coeficiente do
termo quadrático tenha traço nulo. Va os agora efinir
tr(b) = B, tr(c) = C, n(a) = D, n(b) = E, n(c) = F,
ba+ ab = G, c + ac = H e bc+ cb = I. Cabe obs rvar
que são todos números reais.
7 Fórmulas resolutivas das equações quadrática e cúbica sobre os quatérnios de Hamilton
5 Resolvendo a equação cúbica ge-
ral
Os problemas que tratamos nas seções a teriores são
casos particulares do problema de determinar as raízes
quatérnias da equação lgébric
xm + am−1xm−1 + ...+ a0 = 0, a0, a1, ..., am−1 ∈ H. (18)
e termos de operações envolvendo seus coeficientes.
Em especial, estudamos os cas s m = 2 e m = 3 c m
ai ∈ R, ar todo 1 ≤ i ≤ m. Como s coeficientes agora
pode ser qu tér ios nã reais e não há comut tividade
da multiplicação nos quatérni s, uma equação algébrica
po eria ter termos do tipo axbxcxd. Assim, a Equação 18
ta bém é um cas particular (porém, o m is conhecido e
estu do) de equações sobre os quatérnios. Na equação
18 ad ite-se ax = xa, para todo a ∈ H.
No Teorema 1 de (NIVEN I.; EILENBERG, 1944) foi
dem nstrad qu a equação acima sempre admite raízes
nos quatérni s. Ess result do pode ser visto como uma
versão do Teorema Fundamental da Álgebr p r os
quatérnios.
Em (NIVEN, 1941), Niven desenvolveu um métod
geral para resolver a Equação 18. Essencialmente o
método tra sfere o problema para resolver equações
cujos incógnitas são o traço e a n rma as raíz s. Tais
quações são obti as pela divisão e cli ian do lad
esquerdo a Equaçã 18 pelo lad squerdo da Equação
3.
Como já citamos, p r esse méto o equ ção qua-
drática com coeficientes qu térni s foi primeiro resol-
vida por iv n no mesmo tr b lh e detalha a depois
em (HUANG, 2002). No tr balho (DARIO R.; FREITAS,
2013) há uma xp siçã co plet da r solução a equa-
çã quadrática nos quatérnios, tanto com coeficientes
reais, quant quatérnios e geral.
Nest seçã estudaremos o método de Niven o
a licarem s para o caso da equação cúbica com coefi-
cientes quatérni . C be bs rvar que a solução que
expo os no T orema 3 serve apenas par c fici ntes
r ais. O resulta principal desta seção é o Te rema
5. Além d método de Niven, utilizamos um resultado
recentem nte obtido em (CHAPMAN, 2014) para obter
uma solução parcial p ra o problema.
Para entendermos o método d Niven, iniciamos
fix nd uma raiz x0 Equação 18. Sejam tr(x0) = t e
n(x0) = n, traç e n rma d x0, respectivamente. Pela
Equação 3, tem s que x0 é uma r iz d
x2 − tx+ n = 0.
Vamos utilizar divisão euclidian para polinômios
com c eficientes quatérnios conforme definida em (ORE,
1933, p.483). Sej p(x) o p linômio do lado esquerdo d
E ç 18. Dividindo- pelo lado esquer o da última
equação,
p(x) = q(x)(x2 − tx+ n) + αx+ β, (19)
onde α e β são funções de t e n envolvendo os coeficien-
tes de p(x).
Teorema 4 (Método de Niven). Com a notação acima e
assumindo α = 0, as raízes da Equação 18 são da forma
x0 = − β
α
, (20)
on e β e α são funções de t e n, que por sua vez são determi-
nados através do sistema de equações{
nαα− ββ = 0,
tαα+ αβ+ βα = 0.
De onstração: Seja x0 é r iz da Equação 18 e t = tr(x0)
e n = n(x0), traço e n r a de x0, respectivamente.
Como x0 é também raiz do termo quadrático em 19,
temos que x0 + β = 0. Como α é dif rente de 0, obte-
mos x0 = − β
α
. Vejamos agor mo chegar ao siste .
Utilizando as pr priedades da conjugação estudadas na
segunda seção, obtemos
x0 = − β
αα
= − β
αα
= − β
αα
.
Utilizando a definição de norma e traço, temos:
n = x0x0 =
(
− β
αα
)(
− β
αα
)
=
ββ
αα
,
t = x0 + x0 = − β
αα
+
(
− β
αα
)
= −αβ+ βα
αα
,
e assim decorrem as equações do sistema enunciado.

Consideremos agora a equação cúbica
x3 + ax2 + bx+ c = 0, a, b, c ∈ H. (21)
Primeiramente, podemos considerar tr(a) = 0. Caso
ontrário, fazemos a substituição x = y− 1
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tr(a) e rees-
creve os a equação de forma que o nov coefi ente do
termo quadrático tenha tr ço nulo. Vamos agora definir
tr(b) = B, tr(c) = C, n(a) = D, n(b) = E, n(c) = F,
ba+ ab = G, ca+ ac = H e bc+ cb = I. Cabe observar
que são todos números reais.
7 Fórmulas resolutivas das equações quadrática e cúbica sobre os quatérnios de Hamilton
5 solve do a equação cúbica -
ral
Os p obl as que ratamos nas seçõe an er ores são
c sos particulares do pr l ma de d terminar as raízes
qu térnias da equação algé rica
xm + am−1xm−1 + ...+ a0 = 0, a0, a1, ..., am−1 ∈ H. (18)
m termos de operações env lven o seus c eficientes.
Em e pecial, estudamos os casos m = 2 e m = 3 com
ai ∈ R, para todo 1 ≤ i ≤ m. Como os coeficientes agora
podem ser quatérnios não reais e não há com tativida e
da multiplicação nos quatérnios, uma equação algébrica
poderia ter termos d ipo axbxcxd. Assim, a Equação 18
também é um caso particular (porém, mai conheci e
studado) d equações sobre s quatérnios. N quaçã
18 a mit -s ax = xa, para todo a ∈ H.
No Teorema 1 de (NIVEN I.; EILENBERG, 1944) foi
demonstrado que a equação acima sempre admite raízes
nos quatérnios. Ess resultado pode ser visto como uma
ersão do Teorema Fundamental da Álgebra para o
quatérni s.
Em (NIVEN, 1941), Niven desenvolveu um método
geral para resolve a Equação 18. Essencialmente o
método transfer o problema para resolver equações
cujos incógnitas são o traço e a norma das raízes. Tais
equaçõ s são obtidas pela divisão euclidi na do lado
esqu rdo da Equação 18 pelo lado e do da Equação
3.
Como já citamos, por sse método a equação qua-
drática com c eficientes quatérnios foi primeiro resol-
vid p r Niven no mesmo traba ho e detalhada depois
em (HUANG, 2002). N trabalho (DARIO R.; FREITAS,
2013) há uma exposição co pleta da resolução da equa-
ção quadrática nos qu térnios, tanto co coeficientes
reais, qu nto quatérnios e ge l.
Nesta seção estudaremos o método de Niven e o
aplicaremos para o caso da equação cúbica com coefi-
cientes quatérnios. Cabe observar que a solução que
expomos no Teorema 3 serve apenas para coeficientes
reais. O resultado principal desta seção é o Teorema
5. Além do método de Niven, utilizamos um resultado
recentemente obtido em (CHAPMAN, 2014) para obter
uma solução parcial para o problema.
Para entendermos o método de Niven, iniciamos
fixando uma raiz x0 da Equação 18. Sejam tr(x0) = t e
n(x0) = n, traço e norma de x0, respectivamente. Pela
Equação 3, temos que x0 é uma raiz de
x2 − tx+ n = 0.
Vam s utilizar a divisão euclidiana para polinômios
c m coeficientes quatérnios conforme definida em (ORE,
1933, p.483). Seja p(x) o polinômio do lado esquerdo da
Equação 18. Dividindo-o pelo lado e querdo da últi a
equação,
p(x) = q(x)(x2 − tx+ n) + αx+ β, (19)
onde α e β são funções de t e n envolvendo os coeficien-
t s de p(x).
Teorema 4 (Método de Niven). Com a notação acima e
assumindo α = 0, as raízes da Equação 18 são da forma
x0 = − β
α
, (20)
onde β e α são funçõ s de t e n, que por sua vez são determi-
nados através do sistema de equações{
nα − ββ = 0,
tαα+ αβ+ βα = 0.
Demonstração: Seja x0 é raiz da Equação 18 e t = tr(x0)
e n = n(x0), traço e norma de x0, respectivamente.
Como x0 é também raiz do termo quadrático em 19,
temos que αx0 + β = 0. Como α é diferente de 0, obte-
mos x0 = − β
α
. Vejamos agora como chegar ao sistema.
Utilizando as propriedades da conjugação estudadas na
segunda seção, obtemos
x0 = −αβ
αα
= −αβ
αα
= − βα
αα
.
Utilizando a definição de norma e traço, temos:
n = x0x0 =
(
− βα
αα
)(
−αβ
αα
)
=
ββ
αα
,
t = x0 + x0 = −αβ
αα
+
(
− βα
αα
)
= −αβ+ βα
αα
,
e assim decorrem as equações do sistema enunciado.

Consideremos agora a equação cúbica
x3 + ax2 + bx+ c = 0, a, b, c ∈ H. (21)
Primeiramente, podemos considerar tr(a) = 0. Caso
contrário, fazemos a substituição x = y− 1
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tr(a) e rees-
crevemos a equação de forma que o novo coeficiente do
termo quadrático tenha traço nulo. Vamos agora definir
tr(b) = B, tr(c) = C, n(a) = D, n(b) = E, n(c) = F,
ba+ ab = G, ca+ ac = H e bc+ cb = I. Cabe observar
que são todos números reais.
7 Fórmulas resolutivas das equações quadrática e cúbica sobre os quatérnios de Hamilton
5 esolve do a quação úbica e-
ral
Os oblemas qu atam nas seções a teriores s
casos pa ticulares do r l ma e determinar s raízes
qu térnias da equação algébrica
x + am−1xm−1 + ...+ a0 = 0, a0, a1, ..., am−1 ∈ H. (18)
em termos de oper ções env lvendo seus c eficientes.
Em especial, estudamos os cas s m = 2 e m = 3 c m
ai ∈ R, para t do ≤ i ≤ m. Como s coeficient s agora
podem ser quatér ios não re is e não há com t tivida e
da multiplicação n s qu térnios, u a quação algébr ca
poder a ter termo do tipo xbxcxd. Ass m, a Equação 18
também é um caso p rtic r (porém, o mais conhecid e
a ) d quações sobre os quatérnios. N e
18 admite-se x = xa, p ra todo a ∈ H.
N Teorema 1 de (NIVEN I.; EILENBERG, 1944) foi
emons rado que a quação acima sempre adm te raízes
nos quatérnios. Esse r sult do pode ser visto como uma
ersã do Teore a Fundam ntal da Álgebra para s
qu térnios.
Em (NIVEN, 1941), Niven desenvolv u um métod
geral para resolver a Equaçã 18. E sencialmente o
método tra sfere o problema para res lv equaçõe
cujos incógnit s são o traço a n rma das raízes. Tais
quaçõ s são btid s p la divisão eucli i n do lad
squerdo da Equação 18 elo lado es er o d Equação
3.
Co o já citam s, por esse método a equação qua
drática com coeficientes quatérni s foi primeiro resol-
vida por iven no mesmo tr balho e detalhada depois
em (HUANG, 2002). No trabalho (DARIO R.; FREITAS,
2013) há u a exp ição co pleta da res lução da qua-
ção quadrá ica nos quatérnios, tan o coeficientes
reais, qua o quatérnios em ger l.
Nesta eção estudaremos o método de Niven o
aplicaremos para o caso da equação cúbica com coefi-
cientes quatérnios. Cabe observar que a solução que
expomos no Teorema 3 serve apenas para c eficientes
reais. O resultado princ pal desta seção é o Teorema
5. Além do método de Niven, utilizamos um resultado
recentem obtido em (CHAPMAN, 2014) para obter
uma s l ção parcial para o problema.
Para entendermos o método de Niven, iniciamos
fixando uma raiz x0 da Equação 18. Sejam tr(x0) = t e
n(x0) = n, raç e norma de x0, respectivamente. Pela
Equação 3, temos que x0 é uma raiz de
x2 − tx+ n = 0.
Vamos utilizar div são euclidiana para polinômios
com coeficient s quatérnios conforme definida e (ORE,
1933, p.483) Seja p(x) o polinômio do lado esquerdo d
E 18. Dividindo-o pelo lado esquerdo da última
equação,
p(x) = q(x)(x2 − tx+ n) + αx+ β, (19)
ond α e β s funções de t n envolvendo os coeficien-
tes de p(x).
Teorema 4 (Método de Niven). C m a notaçã acima e
as umindo α = 0, s raízes da Equação 18 são da forma
x0 = − β
α
, (20)
on e β e α são funçõ s de t e n, qu por sua vez são determi-
nados através do sist m de equações{
nα − ββ = 0,
tαα+ αβ+ βα = 0.
Demonstração: Seja x0 é raiz da Equação 18 e t = tr(x0)
e n = n(x0), tra o e norma de x0, respectivamente.
Como x0 é també raiz do ter o quadrático em 19,
temos que αx0 + β = 0. Como α é diferente de 0, obte-
mos x0 = − β
α
. Vejamos agora como chegar ao sistema.
Utilizando as pr priedades da conjugação estudadas na
segunda seção, obtemos
x0 = − β
αα
= −αβ
αα
= − β
αα
.
Utilizando a definição de norma e traço, temos:
n = x0x0 =
(
−
α
)(
β
αα
)
ββ
αα
,
t = x0 + x0 = − β
αα
+
(
− β
αα
)
= −αβ+ βα
αα
,
e assim decorrem as equações do sistema enunciado.

Consideremos agora a equação cúbica
x3 + ax2 + bx+ c = 0, a, b, c ∈ H. (21)
Primeiramente, pode os considerar tr(a) = 0. Caso
contrário, fazemos a substituição x = y− 1
6
tr(a) e rees-
crevemos a equação de forma que o nov coeficiente do
ermo quadrático tenha tr ço nulo. Vamos agora definir
tr(b) = B, tr(c) = C, n(a) = D, n(b) = E, n(c) = F,
ba+ ab = G, ca+ ac = H e bc+ cb = I. Cabe observar
que são todos números reais.
7 Fórmulas res lutivas das equações q adrática e cúbica sobre os quatérnios de Ha ilton
5 esolvend a equação cúbica ge-
ral
Os probl mas que tr t m s nas seções anteriores são
casos p rticulares do pr l ma de det rminar as r ízes
qu térnias d equação lgébrica
xm + am−1x −1 + ...+ a0 = 0, a0, a1, ..., am−1 ∈ H. (18)
em termos de operações env lvendo seus coeficientes.
E especi l, estudamos os casos m = 2 e m = 3 c m
ai ∈ R, pa tod 1 ≤ i ≤ m. C m os coeficient ag ra
pode ser quatérni não r ais e ão há c mutatividade
d ultiplicaçã nos quatérnio , u a equ ção algébrica
poderi er ter os o ti o xbxcxd. Assim, a Equação 18
ta bé é um caso particul r (porém, o m is conhecido e
estudado) de equações sobre os quatérn o . Na equ ção
18 admite-se ax = xa, par todo ∈ H.
No Teorema 1 d (NIVEN I.; EILENBE G, 1944) f i
demonstrado qu a equaçã aci sempr ad ite raízes
n s térn o . Es resultado pode ser visto c o um
ver ão do T orema F nda ntal da Álgebra p ra o
q tér ios.
Em (NIVEN, 1941), Niven desenv lveu um método
g ral par r s lv r a Equação 18. Essencialm nte o
métod transfere pro ma r resolver equaçõ s
cujos incógnitas sã o t aço e norma das raízes. Tais
equações sã obtidas pela divisã euclidi na do lado
squ rdo a Equação 18 pelo lado esq rdo da Eq ação
3.
Como já citamos, por esse método a equação qua-
drática com coeficientes térnios foi primeiro r sol-
vid po Niven no esmo tr balho e d t lhada depois
em (HUANG, 2002). No rab lh (DARIO R.; FREITAS,
2013) há uma exposiçã co pl t a r solução da equa
ção quadrá ic nos quatérnios, t nto co coeficien es
reais, qua o quatérnios em geral.
Nesta seção e tud r mos o método de Niven e o
aplicaremos para c so da equação cúbica com coefi-
ci ntes quatérni s. Cabe observar que a soluçã que
expomos no Teorema 3 serve apenas para coeficientes
reais. O result do principal desta seção é o Teorema
5. Além do método de Niven, utilizamos um resultado
recentemente obtido e (CHAPMAN, 2014) para obter
uma solução parcial para o problema.
Para en nderm s o método de Niven, iniciamos
fixando uma raiz x0 da Equação 18. S jam tr(x0) = t e
n(x0) = n, traço e norma de x0, respectivamente. Pela
Equação 3, temos que x0 é uma raiz de
x2 − tx+ n = 0.
Vamos utilizar a ivisão eucli iana para polinômios
com coeficientes quatérni s conforme defini a em (ORE,
1933, p.483). Seja p(x) o polinômio do lado esquerdo da
Equação 18. Dividindo-o pelo lado esquerd da última
equação,
p x) = q(x)(x2 − tx+ n) + αx+ β, (19)
onde α e β são funções de t e n nv lvendo os eficien-
tes de p(x).
Te rema 4 (Método de Niven). Com a notaçã acima e
assumindo α = 0, as raízes da Equação 18 s da f rma
x0 = − β , (20)
onde β e α são funções de t e n, que por sua vez são determi-
nados através do sistema de equações{
nαα− ββ = 0,
tαα+ αβ+ β = 0.
De onstração: Seja x0 é raiz da Equação 18 t = tr(x0)
e n = n( ), traço e norm de x0, respectiv mente.
Como x0 é também raiz do termo quadrático em 19,
temos que αx0 + β = 0. Como α é diferente de 0, obte-
mos x0 = − β
α
. Vejamos agora como chegar ao sistema.
Utilizando as propriedades da conjugação estudadas na
segunda seção, obtemos
x0 = −αβ
αα
= −αβ
αα
= − βα
αα
.
Utiliza do a defi ição e n rma e traço, temos:
n = x0x0 =
(
− βα
αα
)(
−αβ
αα
)
=
ββ
αα
,
t = x0 + x0 = −αβ
αα
+
(
− βα
αα
)
−αβ+ βα
αα
,
e assim decorr as equ çõ s do sistema enunciado.

Consideremos agora a equação cúbica
x3 + ax2 + bx+ c = 0, a, b, c ∈ H. (21)
Primeiramente, podemos considerar tr(a) = 0. Caso
contrário, fazemos a substituição x = y− 1
6
tr(a) e rees-
crevemos a equ ção de forma que o novo coeficient do
termo quadrático tenha t aço nulo. Vamos agora definir
tr(b) = B, tr(c) = C, n(a) = D, n(b) = E, n(c) = F,
ba+ ab = G, ca+ ac = H e bc+ cb = I. Cabe observar
que são todos números reais.
7 Fórmulas resolutivas das equações quadrática e cúbica sobre os quatérnios de Hamilton
5 Resolvendo a equação cúbica ge-
ral
Os p oblema que t atamos nas s ções a teriores são
casos particulares do proble a de determinar as raízes
quatérnias da equação algébrica
xm + m−1xm−1 + ...+ a0 = 0, a0, a1, ..., am−1 ∈ H. (18)
em termos de operações envolvendo seus coeficientes.
Em especial, estudamos os casos m = 2 e m = 3 c m
ai ∈ R, para todo 1 ≤ i ≤ m. Como s coeficientes agora
podem s r quatérnios não eais e não há comut tividad
da multiplicaçã nos quatérnios, uma equação algébrica
poderia te term s o po xbxcxd. As im, a Equ ção 18
também é um caso particul r (porém, o mais conhecido
estu ado) de equações sob e quatérnios. Na equação
18 admi - x = xa, par todo a ∈ H.
No Teore a 1 de (NIVEN I.; EILENBERG, 194 ) foi
demonstrad que a equação acima sempre admite raízes
nos quatérnios. Es e resultad pode ser vi to como uma
v rsão do T rema Fundamental a Álgebra para s
quatérnios.
E (NIVEN, 1941), Niv n d senvolv u um mé od
geral para resolver a Equaçã 18. E encial ente o
método ra sfere problema para re olver equ çõe
cujos incógnitas ão raço e a n rma d s r ízes. Tais
quações são btidas pela d visão e cli ian do l d
esquerdo da Equaçã 18 p lo lado esquerdo da Equação
3.
Como já cit mos, por es e étodo a equação qua-
drática com coeficient quatérni foi primeiro resol-
vida p r iv n no mesmo tr balho e detalhad depois
em (HUA G, 20 2). No tr balho (DARIO R.; FREITAS,
2013) há u a exposição completa da re olução da equa-
ção qua ática s quatérnios, t nto com co fici nt
reais, quanto quatérnios em geral.
N sta eção studaremos o método de Niv n
aplic remo para o c so d equação cúbica co co fi-
cientes qu térnios. Cabe observa q e a s luçã que
expomos no Te rema 3 serv apenas pa a coeficiente
reais. O resul a principal desta seção é o Te ma
5. Além do método d Niven, utilizamos um resultad
recente ente obt do em (CHAPMAN, 2014) para obter
uma solução p rcial para o problema.
P ra entendermos mé od e Niven, iniciam s
fixand uma r iz x0 da Equação 18. Sejam tr(x0) = t
n(x0) = n raç e norma de x0, resp ctivamente. P la
Equação 3, temos que x0 é uma r iz de
x2 − tx+ n = 0.
Vamos u ilizar a divisão euclidiana para polinômios
com coeficient s quatérnios conforme definida em (ORE,
193 , p.483). Seja p(x) o polinômi do lado esquerdo d
Equação 18. Dividin o-o pelo lado esque do da última
equação,
p(x) = q(x)(x2 − tx+ n) + αx+ β, (19)
onde α e β são funções de t e n envolvendo os coeficien-
tes de p(x).
Teorema 4 (Método d Niven). C m a not ção aci a e
as umindo α = 0, as raízes da Equação 18 são da forma
x0 = − β
α
, (20)
on e β e α são funções de t n, qu por sua vez são determi-
nados através do sistema de equações{
nα − ββ = 0,
tα + αβ+ βα = 0.
Demonstração: Seja x0 é raiz da Equação 18 e t = tr(x0)
e n = n(x0), traço e norma de x0, respectiva ente.
Como x0 é também raiz do termo quadrático e 19,
temos que αx0 + β = 0. Como α é diferente de 0, obte-
mos x0 = − β
α
. Vejamos agora com chegar ao sistema.
Utilizando as propriedades da conjugação estudadas na
segunda seç , obtemos
x0 = − β = − β
α
− β
α
.
Utilizando a definição de norma e traço, temos:
= 0x0 =
(
− β
α
)(
− β
α
)
=
ββ
α
,
t = x0 + x0 = − β
α
+
(
− β
α
)
= −αβ+ βα
α
,
e as im decor em as equações d sistema enunciado.

Conside emos agora a quação cúbica
x3 + ax2 + bx+ c = 0, a, b, c ∈ H. (21)
Primeiramente, podemos considerar tr(a) = 0. Caso
contrário, fazemos a substituição x = y− 1
6
tr(a) e re s-
crevemos a equação de forma que o nov coeficiente do
termo quadrático tenha traço nulo. Va os agora definir
tr(b) = B, tr(c) = C, n(a) = D, n(b) = E, n(c) = F,
ba+ ab = G, ca+ ac = H e bc+ cb = I. Cabe observar
que são to os números reais.
7 Fórmulas resolutivas das equações quadrática e cúbica sobre os quatérnios de Hamilton
5 Resolvendo a equação cúbica ge-
ral
O roblemas que tratamos nas seçõ s anteriores são
casos particul r s do problema de determinar as raízes
quatérnias da equação algébrica
xm + am−1xm−1 + ...+ a0 = 0, a0, a1, ..., am−1 ∈ H. (18)
em termos de operações env lvendo seus coeficientes.
Em especial, estudamos os casos m = 2 e m = 3 com
ai ∈ R, para todo 1 ≤ i ≤ m. Como os coeficien es agora
pode ser qu térni s não reais e não há comutatividade
da multiplicação nos quatérnios, uma equação algébrica
poderia ter termo do tipo axbxcxd. Assi , a Equação 18
também é um caso particular (porém, o mai conh cido e
estudado) de equações sobre s quatérnios. Na equação
18 admite-se ax = xa, para todo a ∈ H.
No Teore a 1 d (NIVEN I.; EILENBERG, 1944) foi
demonstrado que a equação acima s mpre admite raízes
nos quatérnios. Esse resultado pode ser visto como uma
versão do Teorema Fundamental da Álgebra para s
quatérnios.
Em (NIVEN, 1941), Niven desenvolveu um étodo
geral para re olv r a Equação 18. Es encialmente o
mét do transfere o problema para resolver equações
cujos incógnitas são o traço e a norma das raízes. T is
equações são obtidas pela divisã euclidiana do lado
esquerdo da Equação 18 pelo lado esquerdo da Equação
3.
Como já itamos, por esse método a equaçã qua-
drática com coeficient quatérnios foi primeiro r sol-
vida por Niven no mesmo trabalho e detalhada depois
em (HUANG, 2002). No trabalho (DARIO R.; FREITAS,
2013) há uma exposição completa da resolução da equa-
ção quadrática nos quatérnios, t nto com coefici t s
reais, quanto quatérnios e geral.
Nesta seção estudaremos o mét do de Niven e o
aplicaremos para o caso da equação cúbica com coefi-
cientes quatérni s. Cabe obs rvar que solução qu
expomos no Teorema 3 serve apen s para coeficientes
reais. O resultado principal d s a seçã é o T orema
5. Além d método de Niven, utilizam s um r sultad
recentemente obtido em (CHAPMAN, 2014) para obter
uma solução parcial para o pr lema.
Para entendermos o métod de Niven, iniciamos
fixando uma raiz x0 da Equação 18. S jam tr(x0) = t e
n(x0) = n, traço e norma de x0, espectivamente. Pela
Equação 3, temos que x0 é uma raiz de
x2 − tx+ n = 0.
Vamos utilizar a divisão euclidiana para polinômios
com coeficientes quatérnios conforme definida em (ORE,
1933, p.483). Seja p(x) o polinômio do lado esquerdo da
Equação 18. Dividindo-o pelo lado squ rdo da últim
equação,
p(x) = q(x)(x2 − tx+ ) + αx+ β, (19)
onde α e β são funções de t e n envolvendo os coeficien-
tes de p(x).
Teore a 4 (Método de Niven). Com a notação acima e
assumindo α = 0, as raízes da Eq ação 18 são a forma
x0 = − β
α
, (20)
o de β e α são funções de t n, que por sua vez são determi-
nados através do sistema de equações{
nαα− ββ = 0,
tαα+ αβ+ βα = 0.
D monstração: Seja x0 é raiz da Equação 18 t = tr(x0)
e n = n(x0), traço norma de x0, respec vamente.
Co x0 é também raiz d termo quadrático em 19,
temos que αx0 + β = 0. Como α é diferente de 0, obte-
m s x0 = − β
α
. Vejamos agora co chegar ao sis ma.
Utilizando as propri dades da conjugação estudadas na
segunda seção, obte s
x0 = −αβ
αα
= −αβ
αα
= − β
αα
.
Utilizando a definição de norma e traço, temos:
n = x0x0 =
(
− β
αα
)(
−αβ
α
)
=
ββ
αα
,
t = x0 + x0 =
αβ
αα
+
β
αα
−αβ+ βα
αα
,
e assim decorrem as equações do sistema enunciado.

Consideremos agora a equação cúbica
x3 + ax2 + bx+ c = 0, a, b, c ∈ H. (21)
Primeiramente, podemos considerar tr(a) = 0. Caso
contrário, fazemos a substituição x = y
1
6
tr(a) e rees-
cr vemos equação de forma que o novo coeficient do
te mo quadráti o tenha traço nulo. Vamos agora definir
tr(b) = B, tr(c) = C, n(a) = D, n(b) = E, n(c) = F,
ba+ ab = G, ca+ ac = H e bc+ cb = I. Cabe observar
que são todos números reais.
7 Fórmulas resolutivas das equações quadrática e cúbica sobre os quatérnios de Hamilton
5 Resolvendo a equação cúbica ge-
ral
Os problemas que tratamos nas seções anteriores são
casos particulares do problema de determinar as raízes
quatérnias da equação algébrica
xm + am−1xm−1 + ...+ a0 = 0, a0, a1, ..., am−1 ∈ H. (18)
em ter os de operações envolvend seus coeficientes.
E e pecial, estudamos s casos m = 2 e m = 3 com
ai ∈ R, para todo 1 ≤ i ≤ m. Como os coeficientes agora
podem ser quatérnios não reai e não há comutatividade
d multipli ação nos quatérnios, uma equação algébrica
pode i ter termos do tipo axbxcxd. Assim, a Equação 18
também é um caso particular (porém, o mais conhecido e
estudado) de equações sobre os quatérnios. Na equação
18 admite-se ax = xa, para todo a ∈ H.
No Teorema 1 de (NIVEN I.; EILENBERG, 1944) foi
demonstrado que a equação acima sempre admite raízes
nos quatérnios. Esse resultado pode ser visto como uma
versão do Teorema Funda ent l da Álgebra para os
quatérnios.
E (NIVEN, 1941), Niven desenvolveu um método
geral para resolver a Equação 18. Essencialmente
método transfere o problema p ra resolver equações
cujos incógnitas são o traço e a norma das raízes. Tais
equações são obtidas pela divisão euclidiana do lado
esquerdo da Equação 18 pelo lado esquerdo da Equação
3.
Como já citamos, por esse método a equação qua-
drática com coeficientes quatérnios foi primeiro resol-
vida por Niven no mesmo trabalho e detalhada depois
em (HUA G, 2002). No trabalho (DARIO R.; FREITAS,
2013) há uma exposição completa da resolução da equa-
ção quadrática nos qu térnios, tant c m coeficie tes
reais, quanto qu térnios e geral.
Nesta seção estudare os o método de Niven e o
aplicaremos para o caso da equação cúbica com coefi-
cientes quatérnios. Cabe observar que a solução que
expomos no Teore a 3 serve apenas para coeficientes
reais. O resultado principal desta seção é o Teorema
5. Além d método de Niven, utilizamos um resultad
recente ente obtid em (CHAPMAN, 2014) p ra obter
u a s l ção parcial p ra o problema.
Para entendermos o mét do de Niven, iniciamos
fixando uma raiz x0 da Equação 18. Sejam tr(x0) = t e
n(x0) = n, traço e norma de x0, respectivamente. Pela
Equação 3, temos que x0 é uma raiz de
x2 − tx+ n = 0.
Vamos utilizar a divisão euclidiana para polinômios
com coeficientes quatérnios conforme definida em (ORE,
1933, p.483). Seja p(x) o polinômio do lado esquerdo da
Equação 18. Dividindo-o pelo lado esquerdo da última
equação,
p(x) = q(x)(x2 − tx+ n) + αx+ β, (19)
onde α e β são funções de t n envolve do os coeficien-
t de p(x).
Teorema 4 (Método de Niven). Com a notação acima e
assumindo α = 0, as raízes da Equação 18 são da forma
x0 = − β
α
, (20)
onde β e α são funções de t e n, que por su vez ão determi-
nados através do sistema de equações{
nαα− ββ = 0,
tαα+ αβ+ βα = 0.
D monstração: Seja x0 é raiz da Equação 18 e t = tr(x0)
e n = n(x0), traço e norma de x0, respectiva ente.
C mo x0 é também raiz o ter quadrático em 19,
temos que αx0 + β = 0. Como α é difer nte de 0, obte-
mos x0 = − β
α
. Veja os agora como chegar ao sistema.
Utilizando as propriedades da conjugação estudadas na
segunda seção, obtemos
x0 = −αβ
αα
= −αβ
αα
= − βα
αα
.
Utilizando a definição de norma e traço, temos:
n = x0x0 =
(
− βα
αα
)(
αβ
)
ββ
αα
,
t = x0 + x0 = −αβ
αα
+
(
− βα
αα
)
= −αβ+ βα
αα
,
e assim ecorrem as equações d sistema enunciado.

Consideremos agora a equação cúbica
x3 + ax2 + bx+ c = 0, a, b, c ∈ H. (21)
Primeir mente, podemos considerar tr(a) = 0. Caso
contrário, fazemos a substituição x = y− 1
6
tr(a) e rees-
crevemos a equação de forma que o novo coeficiente do
t rmo quadrático tenha tr o nul . Vamos agora definir
tr(b) = B, tr(c) = C, n( ) = D, n(b) = E, n( ) = F,
ba+ ab = G, ca+ ac = H e bc+ cb = I. Cabe observar
que ão tod s números eais.
7 Fórmulas resolutivas das equações quadrática e cúbic sobre os quatér ios de Hamilton
5 Resolvendo a equação cúbica ge-
ral
Os proble as que tratamos nas seções anteriores são
casos particulares do problema de determinar as raízes
qua é ni a equação algébrica
xm + a −1xm−1 + ...+ a0 = 0, a0, a1, ..., am−1 ∈ H. (18)
em ter os de perações envolve d seus co fic ntes.
Em special, estudamos os casos m = 2 e m = 3 com
ai ∈ R, para odo 1 ≤ i ≤ m. Como os coeficientes agor
m ser quatérnios nã reais e não há comutatividade
da multiplicação nos quatérnios, u a equaçã lgébrica
poderia ter t r os do tip axbxcxd. Assi , a Equação 18
também é um caso p rticular (p rém, o mais conhecido e
estudad ) e quaçõ s sobre os quatérnios. Na equaçã
18 admi e-se ax = xa, p r todo ∈ H.
N Te rema 1 de (NIVEN I.; EILENBERG, 1944) foi
d monstrado que a eq ação acim empre admite raíze
nos quatérnios. Esse resultado p d er isto como uma
v são do Teorema Fu da tal da Á g bra par s
qu térnios.
Em (NIVEN, 1941), Niven desenvolveu um método
g ral para resolver Equ ção 18. Essenci lmente o
método transfere o problema para resolver equações
cujos incógnitas são o traço e a norma das raízes. Tais
equações são obtida ela divisão euclidiana do lado
esquerdo da Equ çã 18 pel lado e querdo da Equação
3.
Como já citamos, p r esse método a equação qua-
drática com co ficientes quatérnios foi primeiro resol-
vida por Niven n mesm trabalho e detalhada d p is
em (HUA G, 2002). N trabalh (DARIO R.; FREITAS,
2013) há uma xpo içã co plet da res lução da qua-
ção quadrática no q a érni , tanto com coefici t s
r ais, quanto quatérni s m ger l.
Nesta seção estudar mo o método de Niven e o
aplicaremos par o caso da quação cúbica com co fi-
cientes quatérn os. Cabe ob ervar que a sol ção que
expom s no Te re a 3 se ve apena par coeficientes
ais. O resultado principal desta ção é o Te r ma
5. Além d métod de Niven, uti iz m s um resultad
r ce temente obtido em (CHAPMAN, 2014) pa a ob er
uma solução parcial par pr blem .
Para ent nd rmos o método de Ni en, i iciamos
fixando uma raiz x0 da Eq ação 18. Sejam tr(x0) = t e
n(x0) = n, tra o e norm e x0, respectivamente. Pela
Equação 3, temos que x0 é uma raiz de
x2 − tx+ n = 0.
Vamos utilizar a divisão uc iana para polinômios
com coeficientes térnios c nform efinid em (ORE,
1933, p.483). Seja p(x) o polinômio do lado esquerdo da
Equação 18. Dividindo-o pelo lado esquerdo da última
equação,
p(x) = q(x)(x2 − tx+ ) + αx+ β, (19)
onde α e β são funções de t e env lvend os c eficien-
tes de p(x).
Teorema 4 (Método de Niven). Com a notação acima e
assumindo α = 0, as raízes da Equação 18 são da forma
x0 = − β
α
, (20)
onde β e α são funções e t e n, qu p r sua vez são d ter i-
nados através do sistema de equações{
nαα− ββ = 0,
tαα+ αβ+ βα = 0.
D nstração: Seja x0 é raiz da Equação 18 t = tr(x0)
e n = n(x0), traço e norma de x0, resp ctivamen .
Como x0 é também r iz do termo quadrático em 19,
t mos que αx0 + β = 0. Como α é diferente de 0, obte-
mos x0 = − β
α
. Vejamos agor mo chegar ao sistema.
Utilizando as propriedades da conjugação estudadas na
segunda seção, obtemos
x0 = − β
αα
= − β
αα
= − β
αα
.
Utilizando a definição de norma e traço, temos:
n x0x0 =
(
β
α
)(
β
αα
)
=
ββ
αα
,
t = x0 + x0 = − β
αα
+
(
− β
αα
)
= −αβ+ βα
αα
,
e assim decor a equações do sistema enunciado.

Consideremos agora a equação cúbica
x3 + ax2 + bx+ c = 0, a, b, c ∈ H. (21)
Primeiramente, podemos considerar tr(a) = 0. Cas
ontrário, fazemos a substituição x = y− 1
6
tr(a) e rees-
c evemos a equação de forma que o novo coeficient do
termo quadrático tenha traço nulo. Vamos gora d fini
tr(b) = B, tr(c) = C, n(a) = D, n(b) = E, n(c) = F,
ba+ ab = G, ca+ ac = H e bc+ cb = I. Cabe observar
que são todos números reais.
7 Fórmulas resolutivas das equações quadrática e cúbica sobre os quatérnios de Hamilton
5 Res lvendo a equação cúbica ge-
ral
Os proble as que tratamos n s seções anteriores são
casos particulares do problema de determinar as raízes
quatérnias da equação algébrica
xm + am−1xm−1 + ...+ a0 = 0, a0, a1, ..., am−1 ∈ H. (18)
em t r o de perações envolve d eus coefici ntes.
Em special, estudamos os casos m = 2 e m = 3 com
ai ∈ R, para todo 1 ≤ i ≤ m. Como os coeficientes agor
m ser quatérnios nã reais e não há comutatividade
da multiplicação nos quatérnios, u a equaçã algébrica
poderia ter t r os o tip axbxcxd. Assim, a Equação 18
ta bém é um caso p rticular (p rém, o mais conhecido e
estudado) e açõ s sobre os quatérnio . Na equaçã
18 admit -se ax = xa, par t do a ∈ H.
No Teorema 1 de (NIVEN I.; EILENBERG, 1944) f i
d monstrado que a eq açã acim sempr ad ite raíze
nos quatérnio . Esse resultado pode ser isto co o uma
versão do T orema Funda t l da Álgebr para o
q tér ios.
E (NIVEN, 1941), Niven desenvolveu um método
geral para resolver a Equação 18. Essenci lmente o
método transfere o problema para resolver equações
cujos incógnitas sã o traço e a norma das raízes. Tais
equações são obtidas ela divisã eucli i na do l d
esquerdo da Equação 18 pel lado e qu rdo a Equaçã
3.
C mo já citamos, por esse método a equação qua-
drática co coeficientes quatérnios foi primeiro resol-
vida por Niven n mesm trabalho e detalhada d p is
e (HUANG, 2002). No trabalho (DARIO R.; FREITAS,
2013) há uma exposiçã co plet da resol ção da qua-
ção quadrá ica nos q atérni s, t nt com oefici t s
reais, qua to quatérnio em g ral.
Nesta seção estudar mo o método de Niven e o
aplicare s para o caso da quação cúbica com coefi-
cientes quatérnios. Cabe ob ervar que sol çã que
expomos no Te rema 3 erve apenas para coeficientes
ais. O resulta o princip l desta s ção é o Teor m
5. Além do métod de Niven, utiliz mos u resultad
rece temente obtido e (CHAPMAN, 2014) para obter
u a sol ção p rcial par o pr ble a.
Para entend rmos o métod de Ni en, i iciamos
fixando uma raiz x0 d Eq ção 18. Sejam tr(x0) = t e
n(x0) = n, traço e norma e x0, respectiv mente. Pela
Equação 3, t mos que x0 é uma aiz de
x2 − tx+ n = 0.
Vamos utilizar a divisão eucl diana para polinômios
com coeficientes quatérnios c nform defini a em (ORE,
1933, p.483). Seja p(x) o polinômio do lado esquerdo da
Equação 18. Dividindo-o pelo lado esquerdo da última
quação,
p x) = q(x)(x2 − tx+ n) + αx+ β, (19)
onde α e β são funções de t env lvend os c eficien-
te de p(x).
Teorema 4 (Método de Niven). Com a notação acima e
assumindo α = 0, as raízes da Equação 18 são da forma
x0 = − β
α
, (20)
onde β e α são funções de t e n, que por sua vez são determi-
nados através do sistema de equações{
nαα− ββ = 0,
tαα+ αβ+ βα = .
De nstração: Seja x é raiz da Equação 18 e t = r(x0)
e n = n(x0), traço e norm de x0, r sp ctiv m n
Como x0 é também raiz o termo quadrático em 19,
temos que αx0 + β = 0. Como α é diferent de 0, obte-
mos x0 = − β
α
. Veja os agora como chegar ao sistema.
Utilizando as propriedades da conjugação estudadas na
segunda seção, obtemos
x0 = −αβ
αα
= −αβ
αα
= − βα
αα
.
Utilizando a definição de norma e traço, temos:
n x0x0 =
(
βα
αα
)
−α
αα
=
ββ
αα
,
t = x0 + x0 = −αβ
αα
+
(
− βα
αα
)
= −αβ+ βα
αα
,
e assim decorrem as equações do sistema enunciado.

Consideremos agora a equação cúbica
x3 + ax2 + bx+ c = 0, a, b, c ∈ H. (21)
Primeiram nte, podemos considerar tr(a) = 0. Caso
contrário, fazemos a substituição x = y− 1
6
tr(a) e rees-
c evemos a equação d forma que o novo coeficiente do
termo quadrático tenha traço nulo. Vamos gora d fini
tr(b) = B, tr(c) = C, n(a) D, n(b) = E, n(c) = F,
ba+ ab = G, ca+ ac = H e bc+ cb = I. Cabe observar
que são todos números reais.
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Teorema 5. Mantendo a notação anterior, se G + C = 0,
então uma raiz para a Equação 21 é dada por
x0 =
ay− c
b− y ,
onde y = b é uma raiz real da equação cúbica
y3 + (−B− D)y2 + (E+ H)y− F = 0.
Além disso, se z = x0 é raiz da Equação 21, então
z2 − (a+ )z+ a = 0,
para alguma raiz  do polinômio quadrático p(x) tal que
x3 + ax2 + bx+ c = p(x)(x− x0).
Demonstração: Fixando uma raiz x0 da Equação 21 e
utilizando o método de Niven teremos, neste caso,
α = b− n+ at+ t2 e β = c− an− nt.
Utilizando estes valores no sistema de equações do Teo-
rema 4, obtemos
• nαα− ββ = n3+ (−B− 3t2−D)n2+Λ1n− F = 0,
• tαα+ αβ+ βα = 3tn2 −Λ2n+Λ3 = 0, onde
Λ1 = t4 + (B+ D)t2 + (G+ C)t+ E+ H,
Λ2 = 4t3 + 2(B+ D)t+ G+ C,
Λ3 = t5 + (B+ D)t3 + (G+ C)t2 + (E+ H)t+ I.
Em particular, para t = 0, temos
• n3 + (−B− D)n2 + (E+ H)n− F = 0,
• −(G+ C)n+ I = 0.
Por hipótese, G + C = 0. Assim, a segunda equação
acima não depende de n e podemos utilizar a Fórmula
de Cardano para obter uma raiz real da primeira equa-
ção, ou seja, obter uma solução real para o sistema. A
raiz será positiva, bastando para isso utilizar a Regra
de Sinais de Descartes, conforme exposto na página 19
de (DARIO R.; FREITAS, 2013). Finalmente, fazendo
t = 0 nas expressões de α e β e utilizando o Teorema 4,
obtemos a primeira afirmação do teorema. Da primeira
parte já demonstrada, temos que se G+ C = 0, então a
equação cúbica possui uma raíz com traço nulo, isto é,
um quatérnio puro. Isto permite que utilizemos direta-
mente o Lema 5.1 de (CHAPMAN, 2014), para obter a
parte final do nosso teorema. 
Como exemplo, vamos resolver a equação
x3 + ix+
√
2j = 0.
Neste caso, encontramos
B = C = D = G = H = I = 0, E = 1 e F = 2.
Logo, a equação na variável y do Teorema 5 fica simples-
mente y3 + y− 2 = 0, que possui y = 1 como única raiz
real. Pelo Teorema 5, uma raiz de x3 + ix+
√
2j = 0 é
x0 = −
√
2j
i− 1 =
√
2j−√2k
2
.
Diretamente veficamos que
x3 + ix+
√
2j =
(
x2 + x0x+ (i− 1)
)
(x− x0).
Pelo exemplo da página 35 de (DARIO R.; FREITAS,
2013), temos que a equação quadrática x2 + x0x+ (i−
1) = 0 possui como raízes
x1,2 =
2(1+
√
2− i)
±2
√
1+ 2
√
2+
√
2j+
√
2k
.
Novamente pelo Teorema 5, as raízes de x3 + ix+√
2j = 0, diferentes de x0, satisfazem
z2 − (a+ x1,2)z+ x1,2a = 0.
Finalmente, seguindo o método exposto no Teorema
2.3 de (DARIO R.; FREITAS, 2013), podemos determinar
todas as raízes.
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Em particular, para t = 0, temos
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2
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)
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x1,2 =
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√
2− i)
±2
√
1+ 2
√
2+
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2k
.
Novamente pelo Teorema 5, as raízes de x3 + ix+√
2j = 0, diferentes de x0, satisfazem
z2 − (a+ x1,2)z+ x1,2a = 0.
Finalmente, seguindo o método exposto no Teorema
2.3 de (DARIO R.; FREITAS, 2013), podemos determinar
todas as raízes.
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Teorema 5. Mantendo a notação anterior, se G + C = 0,
então uma raiz para a Equação 21 é dada por
x0 =
ay− c
b− y ,
onde y = b é uma raiz real da equação cúbica
y3 + (−B− D)y2 + (E+ H)y− F = 0.
Além disso, se z = x0 é raiz da Equação 21, então
z2 − (a+ )z+ a = 0,
para alguma raiz  do polinômio quadrático p(x) tal que
x3 + ax2 + bx+ c = p(x)(x− x0).
Demonstração: Fixando uma raiz x0 da Equação 21 e
utilizando o método de Niven teremos, neste caso,
α = b− n+ at+ t2 e β = c− an− nt.
Utilizando estes valores no sistema de equações do Teo-
rema 4, obtemos
• nαα− ββ = n3+ (−B− 3t2−D)n2+Λ1n− F = 0,
• tαα+ αβ+ βα = 3tn2 −Λ2n+Λ3 = 0, onde
Λ1 = t4 + (B+ D)t2 + (G+ C)t+ E+ H,
Λ2 = 4t3 + 2(B+ D)t+ G+ C,
Λ3 = t5 + (B+ D)t3 + (G+ C)t2 + (E+ H)t+ I.
Em particular, para t = 0, temos
• n3 + (−B− D)n2 + (E+ H)n− F = 0,
• −(G+ C)n+ I = 0.
Por hipótese, G + C = 0. Assim, a segunda equação
acima não depende de n e podemos utilizar a Fórmula
de Cardano para obter uma raiz real da primeira equa-
ção, ou seja, obter uma solução real para o sistema. A
raiz será positiva, bastando para isso utilizar a Regra
de Sinais de Descartes, conforme exposto na página 19
de (DARIO R.; FREITAS, 2013). Finalmente, fazendo
t = 0 nas expressões de α e β e utilizando o Teorema 4,
obtemos a primeira afirmação do teorema. Da primeira
parte já demonstrada, temos que se G+ C = 0, então a
equação cúbica possui uma raíz com traço nulo, isto é,
um quatérnio puro. Isto permite que utilizemos direta-
mente o Lema 5.1 de (CHAPMAN, 2014), para obter a
parte final do nosso teorema. 
Como exemplo, vamos resolver a equação
x3 + ix+
√
2j = 0.
Neste caso, encontramos
B = C = D = G = H = I = 0, E = 1 e F = 2.
Logo, a equação na variável y do Teorema 5 fica simples-
mente y3 + y− 2 = 0, que possui y = 1 como única raiz
real. Pelo Teorema 5, uma raiz de x3 + ix+
√
2j = 0 é
x0 = −
√
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i− 1 =
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2
.
Diretamente veficamos que
x3 + ix+
√
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(
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Pelo exemplo da página 35 de (DARIO R.; FREITAS,
2013), temos que a equação quadrática x2 + x0x+ (i−
1) = 0 possui como raízes
x1,2 =
2(1+
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2− i)
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Novamente pelo Teorema 5, as raízes de x3 + ix+√
2j = 0, diferentes de x0, satisfazem
z2 − (a+ x1,2)z+ x1,2a = 0.
Finalmente, seguindo o método exposto no Teorema
2.3 de (DARIO R.; FREITAS, 2013), podemos determinar
todas as raízes.
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Teorema 5. Mantendo a notação anterior, se G + C = 0,
então uma raiz para a Equação 21 é dada por
x0 =
ay− c
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onde y = b é uma raiz real da equação cúbica
y3 + (−B− D)y2 + (E+ H)y− F = 0.
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α = b− n+ at+ t2 e β = c− an− nt.
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Em particular, para t = 0, temos
• n3 + (−B− D)n2 + (E+ H)n− F = 0,
• −(G+ C)n+ I = 0.
Por hipótese, G + C = 0. Assim, a segunda equação
acima não depende de n e podemos utilizar a Fórmula
de Cardano para obter uma raiz real da primeira equa-
ção, ou seja, obter uma solução real para o sistema. A
raiz será positiva, bastando para isso utilizar a Regra
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Finalmente, seguindo o método exposto no Teorema
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